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}  Navier-‐Stokes	  equa;ons	  contain	  all	  the	  necessary	  informa;on:	  
◦  brute	  force	  op;on:	  all	  scales	  resolved	  

à	  Direct	  numerical	  simula.on	  
computa;onally	  intractable	  for	  most	  prac;cal	  cases	  

◦  alterna;ves:	  	  
several	  levels	  of	  approxima;on,	  	  
according	  to	  the	  amount	  of	  resolved/modelled	  scales	  	  	  
LESà	  RANS/LESàRANS	  

}  More	  resolved	  scales	  	  
à	  high	  cost,	  high	  sensi;vity	  to	  
numerical	  errors	  &	  inflow	  condi;ons	  

}  More	  modeled	  scales	  	  
à	  lower	  cost,	  more	  flow-‐dependent,	  
	  uncertain	  models	  

RANS	  will	  remain	  the	  workhorse	  for	  fluid	  simula.ons	  of	  engineering	  interest	  
for	  many	  years	  to	  come	  à	  from	  now	  on,	  we	  focus	  on	  RANS	  models	  



•  Reynolds	  averaged	  Navier-‐Stokes	  (RANS)	  equa;ons:	  
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Modeling	  problems	  
1.  Need	  to	  define	  an	  average	  (generally	  in	  ;me)	  	  

L	  ill	  posed	  for	  some	  flow	  configura;ons	  
J	  should	  be	  detectable	  though	  expert	  judgement	  

2.  Reynolds	  stresses	  τ	  need	  a	  cons;tu;ve	  law:	  a	  turbulence	  model	  

Reynolds	  stresses	  
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Sources	  of	  RANS	  uncertain.es	  

RANS equations

Eddy viscosity models Reynolds stress 
transport models

Model coefficients
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}  	  Uncertain;es	  due	  to	  the	  cons;tu;ve	  law	  
• 	  Model	  structure	  à	  expert	  judgment	  	  
• 	  Model	  constants	  à	  imperfectly	  known/adjustable	  

Fig.	  from	  Xiao	  &	  Cinnella,	  2019	  



}  Rich	  zoology	  of	  models	  proposed	  through	  the	  years	  
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•  No	  universally	  accepted	  and	  valid	  model	  yet	  àpacing	  item	  for	  engineering	  design	  
•  Model	  development	  has	  been	  stagna;ng	  since	  the	  end	  of	  the	  90’s	  
•  Accuracy	  depends	  on	  quan;ty	  of	  interest	  (QoI)	  
•  Models	  calibrated	  for	  simple	  flows	  	  

(homogeneous	  isotropic	  turbulence,	  thin	  shear	  flows,	  flat	  plate	  boundary	  layers)	  



Turbulent	  flow	  past	  an	  NACA0012	  airfoil,	  	  	  
M=0.8,	  AoA=2°,	  Re=9e6	  
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Mo.va.ng	  example	  

ß	  Wall	  pressure	  coefficient,	  
various	  models	  

Wall	  pressure	  coefficient,	  	  
BL	  model,	  sensi;vity	  to	  a	  
single	  closure	  coefficient	  
(out	  of	  7)	  

IsoMach	  



}  “Improve”	  RANS	  models	  
◦  More	  accurate	  predic;on	  (not	  always	  possible)	  

◦  Reliability	  informa.on	  (how	  much	  wrong	  am	  I?)	  
�  Iden;fy	  flows/flow	  regions	  with	  high	  RANS	  uncertainty	  

�  Quan;fy	  the	  uncertainty	  

}  Two	  main	  approaches	  
1.  Model	  structure	  is	  not	  modified	  à	  parametric	  approach	  

�  Update	  model	  parameters	  

�  Bayesian	  mixture	  of	  models	  

2.  Model	  structure	  is	  modified	  à	  non	  parametric	  approach	  
�  «	  Data-‐driven	  »	  modelling,	  machine	  learning	  approaches	  
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}  Goal:	  quan;fying	  and	  reducing	  uncertain;es	  related	  with	  the	  choice	  of	  closure	  
coefficients	  

	  Direct	  ou	  Backward	  UQ	  
}  Direct	  UQ	  
◦  Sensi;vity	  analysis	  of	  a	  QoI	  	  
to	  model	  parameters	  	  
[Plapeuw	  et	  al.	  2008,	  Roy	  &	  Oberkampf	  2010,	  	  
Edeling	  et	  al.,	  2013,	  Margheri	  et	  al.	  2014]	  

◦  Preliminary	  informa;on	  on	  coefficient	  pdf	  required	  
}  Backward	  UQ	  
◦  Infer	  posterior	  pdf	  of	  model	  coefficients	  from	  available	  observa;ons	  	  

[Cheung	  et	  al.,	  2011;	  Kato	  &	  Obayashi	  2013;	  	  Edeling	  et	  al.	  2013;	  Margheri	  et	  al.	  2014…]	  

à Solve	  an	  inverse	  probabilis;c	  problem	  

10	  

Observed	  QoI	  

Output	  QoI	  Input	  parameter	  
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}  Represents	  model	  uncertainty	  as	  a	  probability	  	  
distribu;on	  

}  Well	  suited	  for	  scarce/noisy	  data	  
}  Provides	  a	  probability	  distribu;on	  (pdf)	  of	  the	  closure	  coefficients	  à	  	  
es;mate	  +	  measure	  of	  confidence	  in	  es;mate	  

à	  All	  uncertain;es	  treated	  in	  terms	  of	  probability,	  including	  epistemic	  
	  

	  Model	  calibra;on	  relies	  on	  Bayes	  theorem	  for	  condi;onal	  probability:	  

	  
	  where	  p(θ)	  is	  the	  prior	  belief	  about	  parameters	  θ;	  
	  p(z|θ)	  is	  the	  likelihood	  of	  observing	  the	  data	  z	  given	  the	  parameters;	  	  
	  p(z)	  is	  the	  evidence	  of	  the	  data	  can	  generally	  be	  treated	  as	  a	  normaliza;on	  constant	  

	  OUTCOMES:	  
◦  Probability	  distribu;ons	  for	  the	  parameters	  (posterior	  pdf)	  
◦  Probability	  distribu;on	  for	  unobserved	  quan;;es	  (predic;ve	  posteriors)	  



Objec.ve:	  predict	  velocity	  profiles	  developing	   in	  the	  turbulent	  boundary	   layer	  
close	  to	  the	  wall	  
	  
	  
	  

	  
	  
• 	  Governing	  equa.ons:	  RANS	  +	  turbulence	  model	  

• 	  Wilcox’	  boundary	  layer	  code	  (fast	  func;on	  evalua;ons)	  	  
• 	  Launder-‐Jones’s	  (1972)	  k-‐ε	  model	  

• 	  Data	  :	  13	  measured	  velocity	  profiles	  	  
	  	  	  [Coles	  &	  Hirst,	  1968]	  
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Exemple:	  turbulent	  flow	  over	  a	  flat	  plate	  
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• 	  Likelihood	  model:	  data	  z	  related	  to	  model	  outcomes	   	   	   	   	   	   	   	  ,	  func;on	  of	  the	  parameters	  via	  
the	  mul;plica;ve	  model	  error	  ηand	  the	  observa;onal	  error	  e,	  at	  each	  measurement	  point	  i	  

• 	   	   	   	  ,	  squared	  exponen;al	  correla;on	  structure	  

• 	  	  

• 	  Numerical	  solu;ons:	  quick	  boundary-‐layer	  code	  

• 	  Use	  Markov-‐Chain	  Monte-‐Carlo	  method	  to	  draw	  samples	  from	  the	  posterior	  

	  	  
	  
• 	  Other	  op;ons:	  Kalman	  filters	  (MAP	  es;mate),	  par;cle	  filters…	  
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Calibra.on	  setup	  

}  Python	  package	  pymc	  hpps://pymcmc.readthedocs.org/en/latest/#	  

  zi =ηi yi θ( ) + ei   with, e.g., the assuptions

   
ei ∼ N 0,λ 2( )  



Some	  results	  	  
Sample	  results	  for	  the	  k-‐ε	  Jones-‐Launder	  model	  



• 	  Posteriors	  are	  propagated	  through	  the	  RANS	  code	  to	  get	  the	  posterior	  es;mate	  
of	  the	  velocity	  profile	  
• 	  	  	  Samples	  can	  also	  be	  drawn	  out	  of	  the	  model	  indequacy	  term	  

Posterior	  distribu;on	  of	  y	   Posterior	  distribu;on	  of	  ηy	  

Some	  results	  	  



1.  Coefficients	  are	  highly	  case-‐dependent	  
◦  This	  reflects	  the	  structural	  inadequacy	  of	  the	  calibrated	  model	  

2.  Including	  a	  model-‐inadequacy	  term	  partly	  alleviates	  
overfi|ng,	  but	  it	  cannot	  be	  easily	  extended	  to	  predict	  new	  
cases	  or	  new	  QoI	  

3.  How	  to	  summarize	  the	  effect	  of	  both	  parametric	  and	  model-‐
form	  uncertainty	  to	  make	  predic;ons	  of	  new	  cases?	  
◦  Parameter	  variability	  can	  be	  used	  to	  es;mate	  structural	  uncertainty	  (e.g.	  
via	  p-‐boxes,	  Edeling	  et	  al.	  2014)	  
◦  Use	  of	  mul;-‐model	  ensembles,	  Bayesian	  model	  averages	  

16	  



}  Turbulence	  modelling	  uncertain;es	  

}  RANS	  models:	  what	  is	  wrong?	  
◦  Uncertain;es	  in	  RANS	  models	  

}  Tackling	  parametric	  uncertain;es	  

}  Tackling	  structural	  uncertain;es	  

}  Numerical	  results	  

}  Conclusions	  and	  future	  trends	  

17	  



}  Much	  more	  challenging	  than	  parametric	  uncertainty	  

}  Approaches	  applied	  to	  turbulence	  modelling	  
1.  Include	  a	  model-‐inadequacy	  term	  in	  the	  stochas;c	  model	  	  

[Kennedy	  and	  O’Hagan,	  2001,	  He	  &	  Xiu,	  2016]	  

2.  Mul;-‐model	  ensembles,	  Bayesian	  Model	  Averaging	  (BMA)	  [Edeling	  et	  al.,	  2014;	  2018]	  

3.  Non-‐parametric	  approaches:	  find	  a	  determinis;c	  or	  stochas;c	  correc;on	  of	  modeled	  
terms	  (eddy	  viscosity,	  source	  terms	  in	  model	  transport	  equa;ons,	  Reynolds	  stresses)	  
by	  some	  form	  of	  machine	  learning	  
�  Black-‐box	  machine	  learning	  	  

[Dow	  &	  Wang,	  2011;	  	  Singh	  &	  Duraisamy,	  2016;	  Xiao	  et	  al.,	  2016]	  

à	  Difficult	  to	  get	  insight	  into	  models	  

�  Open-‐box	  machine	  learning	  	  
[Weatherip	  &	  Sandberg,	  2016;	  Edeling	  et	  al.,	  2018;	  Schmeltzer	  et	  al.,	  2018]	  

à	  Tangible	  mathema;cal	  expressions	  
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}  Call	  M	  	  the	  space	  of	  all	  possible	  models,	  M	  	  a	  precise	  model,	  y	  a	  QoI,	  z	  the	  data:	  
à	  composed	  by	  the	  structure	  S	  and	  the	  model	  parameters	  θ	  (Draper,	  1995)	  

	  

	  	  	  	  	  Infinite	  alterna;ve	  model	  structures	  

}  In	  prac;ce:	  infinite	  space	  approximated	  by	  a	  finite	  discrete	  set	  of	  models	  
à	  Use	  several	  concurrent	  models	  for	  predic;ng	  a	  new	  configura;on	  	  

}  Predic;ons	  from	  alterna;ve	  models	  are	  weighted	  by	  	  posterior	  model	  plausibili;es	  

}  May	  be	  extended	  to	  include	  scenario	  uncertainty	  (BMSA)	  

}  Mean	  of	  the	  ensemble	  expected	  to	  outperform	  individual	  ensemble	  members	  

}  However,	  members	  of	  a	  mul;-‐model	  ensemble	  	  
◦  May	  share	  common	  systema;c	  errors	  (e.g.	  Boussinesq)	  

◦  Do	  not	  span	  the	  full	  range	  of	  possible	  model	  configura;ons	  (kind	  of	  bias)	  

19	  

   
p y |M,z( ) = p y | M ,z( ) p( M | z)dM

M∫ = p y |θ ,S ,z( ) p(θ ,S | z)dθ dS∫∫



}  Example:	  linear	  eddy	  viscosity	  models	  based	  on	  Boussinesq	  approxima;on	  

	  
◦  Not suitable for flows with separation, streamline curvature, strong gradients, etc. 
◦  No method to assess reliability of RANS predictions w/o experimental data 

}  Internal additive error termà correction for model-form inadequacy 

	  
	  
}  Use	  high-‐fidelity	  data	  (DNS,	  LES,…)	  to	  inform	  the	  correc;on	  
}  Correc;on	  may	  be	  subject	  to	  physical	  constraints	  
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}  Use	  high-‐fidelity	  data	  (DNS,	  LES,…)	  to	  inform	  the	  correc;on	  
1.  Find	  bΔij	  :	  passively	  solve	  model	  equa;ons	  using	  Sij,τij,	  k	  from	  a	  high-‐fidelity	  database	  
2.  Assume	  that	  τ	  is	  a	  func;on	  of	  the	  velocity	  gradient	  only	  
3.  Write	  correc;on	  as	  a	  func;on	  of	  base	  tensors	  and	  invariants	  (Pope,	  1975):	  

◦  10	  base	  tensors	  and	  5	  invariants:	  for	  simplicity,	  we	  choose	  to	  use	  at	  most	  quadra;c	  
terms,	  and	  the	  first	  two	  invariants:	  
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Relationship between coefficients α and the invariants I established by  
symbolic regression 



}  Direct	  es;ma;on	  of	  the	  correc;on	  requires	  solving	  a	  highly	  dimensional	  inference	  
problem	  +	  determinis;c	  regression	  does	  not	  provide	  uncertainty	  es;mates	  

}  Assume	  model	  error	  is	  transported	  
}  Decompose	  	  

}  Perturb	  eigenvalues	  projected	  onto	  Banerjee’s	  (2007)	  baricentric	  triangle	  

}  Write	  transport	  equa;ons	  for	  the	  	  perturba;ons	  (inspired	  by	  the	  LAG	  model	  of	  Olsen	  &	  Coackley)	  

◦  BL	  RANS	  model	  recovered	  where	  the	  model	  does	  not	  need	  to	  be	  perturbed	  (e.g.	  thin	  shear	  flows)	  
◦  Use	  a	  priori	  (data-‐free)	  or	  a	  posteriori	  (data-‐driven)	  intervals	  for	  the	  coefficient	  
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Rate	  of	  return	  to	  eddy	  
viscosity	  
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Objec.ve:	  predict	  velocity	  profiles	  for	  flat	  plate	  boundary	  layer	  subject	  to	  various	  gradients	  
	  
	  
	  

	  
	  
Governing	  equa.ons:	  RANS	  +	  turbulence	  model	  

• 	  Algebraic	  Baldwin-‐Lomax’	  (1972)	  model	  

• 	  Launder-‐Jones’s	  (1972)	  k-‐ε	  model	  

• 	  Menter’s	  (1992)	  k-‐ω	  SST	  model	  
• 	  Spalart-‐Allmaras	  (1992)	  model	  

• 	  Wilcox’	  stress-‐ω	  model	  (2006)	  

Data:	  13	  velocity	  profile	  measurements	  from	  [Coles	  &	  Hirst,	  1968]	  
Bayesian	  model-‐scenario	  averaged	  predic;on	  of	  the	  profiles	  :	  requires	  5x13	  UQ	  runs	  

• 	  Average	  predic;on:	  

• 	  Analogous	  formula	  for	  the	  variance	  
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BMSA:	  Turbulent	  flow	  over	  a	  flat	  plate	  

   
E Δ |Z⎡⎣ ⎤⎦ = E Δ | z j , Mi

⎡⎣ ⎤⎦P Mi | z j( )P z j( )
j=1

s

∑
i=1

m

∑



}  Posterior	  model	  plausibili;es	  computed	  for	  all	  models	  in	  M	  	  for	  each	  zk	  by	  sampling	  

}  Can	  be	  considered	  as	  a	  measure	  of	  consistency	  of	  calibrated	  model	  Mi	  with	  data	  zk	  
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BMSA	  :	  model	  probabili.es	  

Large	  spread	  in	  model	  plausibili;es,	  according	  to	  the	  pressure	  gradient	  scenario	  



}  Scenario	  pmf	  uniform	  (overconserva;ve)	  or	  weighted	  according	  to	  an	  error	  measure	  
	  à	  penalizes	  scenarios	  with	  a	  large	  between-‐model,	  in-‐scenario	  variance	  	  

◦  Good	  predic;on,	  variance	  consistent	  with	  experimental	  uncertainty	  
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BMSA	  predic.on	  

   

ε j = E Δ | z j , Mi
⎡⎣ ⎤⎦ − E Δ | z j ,M⎡⎣ ⎤⎦ L2i=1

m

∑      ∀z j ∈Z

P(z j ) = ε j
− p / ε k

− p

k=1

s

∑



}  Predic;on	  of	  a	  flow	  configura;on	  far	  from	  RANS	  safety	  margins	  
}  Models:	  Spalart-‐Allmaras,	  Jones-‐Launder,	  Wilcox	  
}  Propaga;on	  of	  the	  13	  boundary	  layer	  MAP	  es;mates	  of	  the	  parameters	  through	  

SIMPLEFOAM	  	  
}  Comparison	  with	  DNS	  data	  of	  Breuer	  et	  al.	  
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BMSA:	  Flow	  over	  a	  periodic	  2D	  hill	  at	  Re=5600	  

Velocity	  profiles	  
at	  various	  downstream	  
posiBons.	  



}  Coefficient	  and	  plausibility	  database	  applied	  to	  the	  predic;on	  of	  the	  pressure	  coefficient	  
for	  transonic	  flow	  past	  the	  ONERA	  M6	  wing:	  
◦  M=0.8395,	  AoA=3.06°	  

}  Results	  based	  on	  two	  models	  (Jones-‐Launder	  &	  Spalart-‐Allmaras)	  
}  Propaga;on	  of	  the	  MAP	  es;mates	  of	  the	  parameters	  through	  FLUENT	  
}  Scenario	  weights	  computed	  locally	  in	  each	  sec;on.	  
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BMSA:	  Transonic	  flow	  past	  a	  wing	  

(a) The mean prediction (6).

(b) The standard deviation of (11).

Figure 16. The results for the entire wing.
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•  Low	  model	  uncertainty	  at	  the	  root	  
•  Uncertainty	  in	  shock	  loca;ons	  
•  High	  uncertainty	  in	  the	  ;p	  region	  

(shock/;p	  vortex	  interac;on)	  

Predicted	  pressure	  coefficient	  
Cp	  



}  Model	  correc;ons	  to	  k-‐ω	  SST	  derived	  using	  LES	  data	  (Breuer	  2009)	  for	  the	  2D-‐hill	  flow	  at	  
Re=10595	  
◦  Learn	  model	  on	  Reynolds-‐stress	  profile	  
◦  Propagate	  through	  the	  main	  system	  (OPENFOAM	  solver)	  

}  Several	  possible	  models	  according	  to	  the	  data	  in	  use	  (all	  profiles,	  profiles	  at	  x=0	  or	  x=4,	  …)	  

29	  Velocity	  profile	  predic;ons	  for	  the	  training	  case	  



}  Velocity	  profile	  predic;ons	  for	  different	  cases	  	  
(same	  geometry,	  different	  Re;	  different	  geometry,	  similar	  Re)	  
◦  2D-‐hill	  at	  Re=37000	  

	  
◦  Converging-‐diverging	  nozzle,	  Re=12600	  
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}  Applica;on:	  backward	  facing	  step	  at	  Re=5100	  
}  Data-‐free	  predic;on:	  4	  RANS	  calcula;on	  (nominal	  +	  3	  perturbed	  to	  the	  corners	  of	  

baricentric	  triangle)	  
}  Data-‐driven	  predic;on:	  
◦  Bayesian	  calibra;on	  of	  the	  LAG	  coefficients	  using	  3	  experimental	  Reynolds-‐stress	  profiles	  [Jovic	  &	  

Driver,	  1994];	  use	  Gaussian	  likelihood	  +	  uniform	  priors	  corresponding	  to	  theore;cal	  bounds	  
◦  Use	  stochas;c	  colloca;on	  polynomial	  surrogate	  (high	  accuracy	  with	  12x12	  tensor	  grid)	  

Skin	  fric;on	  coefficient	  distribu;on	  
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}  Turbulence	  modelling	  uncertain;es	  

}  RANS	  models:	  what	  is	  wrong?	  
◦  Uncertain;es	  in	  RANS	  models	  

}  Tackling	  parametric	  uncertain;es	  

}  Tackling	  structural	  uncertain;es	  

}  Numerical	  results	  

}  Conclusions	  and	  future	  trends	  
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}  Bayesian	  inference	  provides	  a	  systema;c	  framework	  for	  upda;ng	  coefficients	  
associated	  to	  turbulence	  models,	  and	  selec;ng	  or	  averaging	  concurrent	  models	  
}  Posterior	  distribu;ons	  of	  the	  coefficients	  can	  be	  propagated	  back	  through	  the	  code	  to	  make	  

predic;ons	  with	  quan;fied	  uncertainty	  

}  The	  posteriors	  maybe	  strongly	  dependent	  on	  the	  calibra;on	  scenario	  

}  In	  most	  cases,	  no	  single	  «	  best	  »	  model	  can	  be	  iden;fied	  
}  BMSA	  can	  be	  used	  to	  account	  for	  uncertain;es	  due	  to	  mul;ple	  model	  structures/calibra;on	  

scenarios	  

}  BMSA	  is	  non-‐intrusive	  à	  readily	  available	  for	  industrial	  codes	  

}  Computa;onal	  cost	  may	  be	  strongly	  reduced	  by	  using	  MAP	  approxima;on	  

}  But:	  	  
}  BMSA	  acts	  through	  model	  coefficients	  à	  global	  	  

}  Es;mated	  structural	  uncertain;es	  biased	  by	  the	  models	  used	  in	  the	  mixture.	  

}  Is	  it	  possible	  to	  calibrate	  an	  error	  field?	  

33	  



Characterized	  by:	  
}  (Spa;ally)	  local	  informa;on	  on	  model	  quality	  
}  Use	  of	  lots	  of	  data	  (DNS/LES)	  
}  High-‐dimensional	  parameter-‐spaces.	  
}  Usually	  machine-‐learning	  to	  iden;fy	  mean-‐flow	  =>	  error	  rela;onship.	  

Many	  possibili;es	  are	  being	  explored:	  
}  Calibrate	  correc;on	  terms	  for	  a	  baseline	  turbulence	  model	  	  

(e.g.	  by	  direct	  iden;fica;on)	  
◦  Requires	  high-‐quality	  data	  
◦  Provides	  an	  open-‐box	  model	  
◦  No	  uncertainty	  quan;fica;on	  

}  Develop	  transport	  equa;ons	  for	  Reynolds	  stress	  correc;on	  	  
◦  Data-‐free	  or	  data-‐driven	  applica;on,	  rough	  data	  sufficient	  
◦  Physical	  realizability	  constraints	  
◦  Uncertainty	  bounds	  provided	  
◦  Computa;onal	  cost	  (two	  addi;onal	  transport	  equa;ons	  +	  UQ)	  

Reliability	  of	  predic;ons	  far	  away	  of	  the	  training	  set?	  
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}  Let	  Mi	  	  be	  a	  model	  structure	  in	  set	  M	  of	  m	  models	  

}  Be	  zj	  	  a	  calibra;on	  dataset	  taken	  in	  a	  training	  set	  Z	  	  of	  s	  calibra;on	  scenarios	  

}  BMSA	  predic;on	  of	  the	  expectancy	  of	  QoI	  Δ	  	  for	  a	  new	  scenario	  :	  

	  

	  The	  scenario	  of	  Δ	  is	  NOT	  in	  the	  calibra;on	  set	  Z	  
	  

	   	   	   	  is	  the	  expectancy	  of	  Δ	  for	  the	  new	  scenario,	  
	   	   	  under	  model	  Mi	  calibrated	  on	  dataset	  zj	  	  
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E Δ |Z⎡⎣ ⎤⎦ = E Δ | z j , Mi

⎡⎣ ⎤⎦P Mi | z j( )P z j( )
j=1

s

∑
i=1

m

∑

  
E Δ | z j , Mi
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}  Similarly,	  the	  variance	  of	  Δ	  may	  be	  wripen	  as:	  
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In-‐model,	  in-‐scenario	  variance	  

Between-‐model,	  in-‐scenario	  variance	  (model	  error)	  

Between-‐scenario	  variance	  (spread)	  

   

var Δ |Z⎡⎣ ⎤⎦ = var Δ | z j , Mi
⎡⎣ ⎤⎦P Mi | z j( )P z j( )

j=1

s

∑
i=1

m

∑ +

E Δ | z j , Mi
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⎡⎣ ⎤⎦( )2
P Mi | z j( )P z j( )
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∑
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BMSA	  predic.on	  
}  BMA	  predic;on	  for	  a	  valida;on	  case	  (not	  in	  the	  calibra;on	  set)	  
◦  Strong	  adverse	  pressure	  gradient	  

}  Uniform	  pmf	  over	  the	  calibra;on	  scenarios	  

}  Good	  predic;on,	  but	  variance	  strongly	  over-‐es;mated	  
}  Significant	  contribu;on	  of	  the	  between-‐scenario	  variance	  



}  For	  calibra;on	  cases	  we	  DO	  HAVE	  data!	  Leave	  one	  out	  valida;on	  
◦  Modelled	  error	  versus	  real	  error	  à	  good	  agreement	  in	  most	  cases	  

39	  



}  Symbolic	  regression	  procedure:	  
1.  Build	  a	  library	  of	  weakly	  nonlinear	  func;ons	  of	  the	  invariants	  	  

2. Mul;ply	  by	  each	  base	  tensor,	  store	  in	  the	  library	  matrix	  for	  each	  mesh	  point	  k=1,…,K:	  

3.  Carry	  out	  regularize	  regression	  (L1-‐rnom	  LASSO,	  L2-‐norm	  ridge,	  mixed	  L1-‐L2	  elas;c	  net	  and	  MLE	  
have	  been	  tested)	  to	  find	  the	  spa;ally-‐varying	  coefficients	  combining	  elements	  of	  C.	  E.g.:	  
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}  Perturb	  eigenvalues	  projected	  onto	  Banerjee’s	  (2007)	  baricentric	  triangle	  
	  
◦  Only	  two	  independent	  coefficients	  (convex	  combina;on)	  
◦  All	  realizable	  states	  lie	  within	  the	  triangle	  and	  can	  be	  expressed	  in	  terms	  of	  the	  C	  coefficients	  

(bijec;on	  beteen	  the	  C’s	  and	  the	  l’s)	  

}  Data-‐free	  predic;on:	  perturb	  the	  coefficients	  toward	  the	  triangle	  corners.	  

}  Data-‐driven	  predic;on:	  infer	  on	  the	  LAG	  coefficients	  (characteris;c	  ;me	  scale	  for	  return	  to	  
eddy	  viscosity	  model),	  propagate	  posteriors	  to	  obtain	  confidence	  intervals	  
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Rate	  of	  return	  to	  eddy	  
viscosity	  

K	  ini;al	  value	  (plain	  strain)	  


