@istote

Entropy is Invariant Casimir Function on Leaves of Symplectic
Foliation associated to Coadjoint Orbits generated via Moment Map of Symmetry Group
acting on the System.
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SEMINAIRE : QUELLES

MATHEMATIQUES POUR UNE IA FIABLE,
FRUGALE, MOINS ARTIFICIELLE ?
A i S

A informee par les structures
symplectiques de la géométrie de
I'information et la « thermodynamique
des groupes de Lie »

« Au départ, la théorie de la stabilité structurelle « Il n'y arien de plus
m'avait paru d'une telle ampleur et d'une telle . | dans les théories
généralité, qu'avec elle je pouvais espérer en " " | physiques que les
quelque sorte groupes de
symétrie si ce n'est
, éliminer des considérations la construction

|£7f \Q+O

pexod,= (0| % z])16% 7)o 0
\lep"" |/ 0

S/rv plectic L
| Set of [rtrop

thermodynamiques tous les aspects a caractere mathématique qui
mesurable et stochastiques pour ne conserver permet précisément
que la caractérisation géométrique de montrer qu'il n'y
correspondante des attracteurs. » a rien de plus » -

’
René THOM Jean-Marie SOURIAU



Projet de Panthéonisation de Sadi Carnot - Ingénieur-Savant inventeur
de la thermodynamique et du 2"d principe de la thermodynamique

Ils soutiennent I"'entrée au Panthéon de Nicolas Léonard Sadi Carnot, le physicien,
1796-1832

Une mobilisation nationale pour la science, |'ingénierie et |a jeunesse

Excellence scientifique
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Signataires

nce, Prix Nabel d'Econnmie 2025

Philippe Aghion, Professeur au Collége de 7

Alexia Aufféves, Dirnctrice de racharche du CNRS au MzjuLab [Singapour), saécialiste de a
thermodynamique quantique

Roger Balian, #hyzicien, Membre de (Académie des Scences,
Philippe Baptiste, Ministre de I'Enceignement superieur, de la rechenche ot de MEspace

Benait Bazin, Frésident-directour géndral de Samt-Gobain

Godeffroy Beauvallet, Directeur de M'Ecole des Mine

Emanuel Bertrand, maltrs de ranférentes en Histire des sclences de § irale Supériear de Physque o de Chimie de Sarks JE5PC1)
Yves Brécheét, Professeur, ancien directeur scentifigue de Saint-Gobain, ancien haut-cammissalre 3 I'énergie atamique.

Alexandre Bounouh, Président du Ressaw des instituts Carnot

W | Préecirlent tu Consedl Européen de 1a Rechenchi [ERC) et ancien firecteur de Minaitut des Hautes

Etudes Scientifigues [FHES)

Patrice Caine, Président-directeur général du groupe Thales, Présdent de I'Agence Nationale de a Recherche et de I
Technplogie {ANRT), Vice-président de France Industrie

Gadtan Carnot, Président de @ Fandaran Cannot

Marie-Claire Chambaret, Maire de Cemy (31}

Laura Chaubard, Directrice de |'Ecole Polytechnigue

Cécile Dubarry, Directrice générale de Finstitut Mines-Télécom

Bérengére Dubrulle, Physicienns, drectrice de recherche du CNRS, Laboratoine Sphyna, memre de FACadémie des Stiences,

Anne-|sabelle Etienvre, Aomintratrice générale du Commissaniat 3 |'énergie aominue (CEa)

] 0s80n, Adminstratrice generale du C + Natsanal des Arts et Métsers {CHAM)

Albert Fert, Prix Nobe! de Plysioue 2007,

Bernard Fontana, Présidant-directeur général o'Electricité de France (EDF)

Frangois GAMAR, Pravdeat La Seckbtd da PElectichis, Tctronique ol dus Lachnologies da Mnfarm stion ot de |a eammaaication [SEE)
Claire Giry, Présidente-directrice génerale de |'Agence Nationale de la Recherche |ANR)

[ . Professeur au 2 Carnot de . Unlversité da 1, TN

Etienne Kiein, Physicen, philosophe des soences ot producteur de radio frangais, membre de |'Académie des Technolagies.
Manoelle Lepoutre, Présidente de I'Académse des Technologies

Paul Midy, Député de I'Essanne

Jean-Pascal Monin, Maire d= Nalay (24)

Marc Mortureus, Vice-président du Conseil Géndral de 'Economie (CGE)

Frangois Patriat, Sénateur de Cate d'Or

Théau Peronnin, CEO et co-fandateur d'Alice & Bob

Antoine Petit, Président diremeur géndral du Cemre national de la rechercha scientifigue (CNRS)

Sylvie Retailleay, Presdente d'Universcience et ancenne Minsstre de PEnseigrement Supérieur, de la Recharche et de 'Espace
Dandel Rouan, Vice-président de la Socigte Francaise de Physique |SFP)

Led Sun, Co-fondstrice de China Pavillon

‘ https://sadi-carnot-physicien.fr/
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Classical Computing Quantum Computing
GPU & HPC-GPU QPU & HPC-QPU

... DEADLOCK : ...NEW ADVANTAGES

Computing power has fostered Al emergence:
Hundreds of GPUs for Deep Learning
Tens of thousands of GPUs for LLMs

* Exponentially improve computing power
 Reduce energy consumption
(Gflops/Watt)

HPE Cray EX235a, AMD Optimezed ded VPE Crmy (X225 Evolution de I'e energetiqgue des supercalculateurs (Green500, 2007-2825)

: (Greeh 500 n°1: 72 GFL(

e

NOGE e | H

B

1+] intel Dara Center

HPE Cray EX - Intel £

Intel CPU Max

Efficacite energetigue (GFLOPS/Watt)

2020.0 2022.5 20250
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FROM EMPIRICAL SCIENCE TO ARTIFICIAL SCIENTIFIC INTELLIGENCE
The fifth era of science: Artificial scientific intelligence

1600s 1950s 2000s 2025 Al scientists drives discoveries,
Copernicus Newton’s Kohn & Pople’s AlphaFold generate hypotheses, and fest
challenged the | equations of quantum solving them on their own
Earth-centered | motion that chemistry protein 5th Era
view of the shaped physics Nobel Prize structures L L
universe by for centuries 4th Era Artificial Scientific
observing the ; i
o ving Data-Driven Intelligence
3rd Era Science
ond Era  |Computational m NINA MIOLANE
IstEra Theoretical peranee Ecole Polytechnique, Imperial
Empirical Sclence Dl:l College, PhD INRIA, Post-Doc
Stlence < E——— Stanford, UC Santa Barbara
o & L'Oréal-UNESCO Fellowship
* \_j for Women In Science
Miolane N (2025) The fifth era of science:
Artificial scientific intelligence. PLoS Biol 23(6):
Report Putin Run Learn Make autonomous €3003230. . .
observations  equations  simulations from data discoveries e e

“The era of artificial scientific
intelligence is here. As algorithms
generate discoveries at scale,
what role remains for human
scientists Engineer?”

« ce qui distingue I'étre humain, c’est qu'il est par essence « déprogrammé » et méme non
programmable : il n’est donc prisonnier d’aucun code lui assignant une fonction donnée et
peut en permanence mobiliser en toute indépendance la totalité des capacités qui se
refusent a une quelconque externalisation, et qu'il peut de ce fait appliquer a sa guise a la
réalisation des fins qu'ils se donne a lui-méme..

Buil

| https://www.academie-francaise.fr/actualites/communication-de-m-michel-serres-0

|5 Séminaire ARISTOTE - EDF 21 Mai 2026


https://doi.org/10.1371/journal.pbio.3003230
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Al FOR SCIENCE & ENGINEERING - THE DISRUPTION IN MATHS,

PHYSICS, ..., ENGINEERING

French Academy of Science:
Al for Sciences

> https://www.academie-sciences.fr/lintelligence-
artificielle-pour-les-sciences

Intelligence Artificielle pour les Sciences

17 Mars 2026, Académie des Sclences

&

o
<
o

SCAI Sorbonne University:

AldScience : Towards « Centaur Science »

https://qi4science-su.sciencesconf.org/

Al4SCIENCE

Lounch Day, March 9", 2026

Centaur Science:
Adventures in Al+Physics

Jesse Thaler

$A © SsSMNs

A AL ANTTY T o B
21 PIT CENTER FOR THEQRETICAL
S PHYSICS - A LEINWEBER INSTITUTE

28 (i

Al4Science Launch, Sorbonne Cluster for Artificial Intelligence — March 9,2026

OPEN

LES

Building a future we can all trust


https://www.academie-sciences.fr/lintelligence-artificielle-pour-les-sciences
https://ai4science-su.sciencesconf.org/

iz

PHYSICAL Al & Al FOR SCIENCE

“students should prioritize physics and
mathematics over coding.” - Elon

Musk and NVIDIA CEO Jensen Huang -

S. DEPARTMENT
f ENERGY

GENESIS
MISSION

A National Mission to Accelerate
Science Through Al, to build the
world's most powerful scientific
platform to accelerate discovery
science, strengthen national security,
and drive energy innovation.

NVIDIA
COSMOS &
PhysicsNeMo

@ Genesis Mission

Physics
Informed
Neural

Physical

~_ AlResearch

NVIDIA Cosmos™ Transfer & Predict
enable physically based synthetic
data generation in simulation for

Networks |

Physics

[ Physics Knowledge J

physical Al. PhysicsNeMo is an open- (

source Python framework for building,

Physics-Informed
Neural Networks

)

training, and fine-tuning physics Al
¢ models at scale.

Séminaire ARISTOTE — EDF 21 Mai 2026 OPEN
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PROJECT
PROMETHEUS

Jeff Bezos launches Project
Prometheus, a physical Al
venture with 6.2 billions S,
physical Al is emerging now
across factories and aerospace

NEURAL
CONCEPT

Advanced Computational Large
Eddy Simulation by using Physics-
Informed deep learning
techniques, engineers can improve
the accuracy and make them
faster and more accessible.

THALES

Building a future we can all trust
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o o e THE WHITE HOUSE
US DoE Genesis Mission
hitps://www.energy.gov/undersecretaryforscience/genesis-mission/genesis-mission  news BALLERY LIVESTREAM INVESTMENTS SAVE AMERIGA MOBILE ARP CONTAET

DoE has identified an initial 26 national science and
technology challenges to accelerate U.S. innovation and

leadership. Among them: A4

| Reenvisioning Advanced Manufacturing and Industrial
Produci.iv".y % PRESIDENTIAL ACTIONS

I Recentering Microelectronics in America LAUNCHING THE GENESIS MISSION

| Securing U.S. Leadership in Data Centers Accelerating The Genesis Mission unites DOE National Labs,
Materials Discovery, Production, and Qualification for industry, academia, and more to harness Al for
Strategic Deterrence breakthroughs in energy dominance, discovery

I Achieving Al-Driven Autonomous Laboratories science, and national security.

| Designing Materials with Predictable Functionality Energy Department Announces

I Enhancing Particle Accelerators for Discovery $293 Million in Funding to

| Discovering Quantum Algorithms with Al Support Genesis Mission

| Realizing Quantum Systems for Discovery National Scnence and

Technology Challenges
T H ALES

OPEN we can all trust


https://www.energy.gov/undersecretaryforscience/genesis-mission/genesis-mission

iz

US DoE Genessis Mission: 293 MS call including Physics-Informed Al (PINN)

U.S. DEPARTMENT of ENERGY

Office of Science (SC), Office of Critical Minerals and
Energy Innovation (CMEI), Office of Environmental
Management (EM), Office of Electricity (OE),

Hydrocarbons and Geothermal Energy Office (HGEO), and

Office of Nuclear Energy (NE)

@ Genesis Mission

The Genesis Mission: Transforming Science and Energy
with Al

Notice of Request for Application (RFA) Number:
DE-FOA-0003612

RFA Type: Initial
Assistance Listings: 51.049

RFA Issue Date: March 17, 2026
Subaussicn Deadline for FY26 Phase I Apmil 28,2026, at 11:59 PM Eastern.
Apgplications:

Submission Deadline for FY26 Phase T
Letrers of 2

Apnil 28, 2026, at 5 PM Eastern

Submission Dreadline for FY26 Phase T
A .

1

May 19, 2026, ar 11:59 PM Eastern

Subnussion Deadline for Phase IT
Applications resulung from FY26 Phase T
Awards:

December 17, 2026, at 11:59 PM Eastern

b

Séminaire ARISTOTE — EDF 21 Mai 2026

Justification: DOE's suite of world leading and unique experimental and computational

capabilities for materials research. including X-ray light sources. neutron scattering facilities
(and their associated characterization equipment). nanoscale science research centers, materials
databases. and exascale computers, is collectively the most comprehensive and performant in the
world. These capabilities. along with the availability of very large materials data sets coupled
with sustained investments in the development of Al-enabled plrysws-mfonned models, has
positioned DOE to take a leadership role in implementing the materials by design vision.

Al Solution: Developing Al capable of reasoning under extreme uncertainty, integrating
heterogeneous data types (i.e.. seismic. geochemical. biological, hydrologic). and building
predictive models of systems that cannot be directly observed has broad applicability to any
domain requiring inference from indirect evidence. For subsurface science, Al that connects
molecular-scale mechanisms to field-scale resource availability will transform the field from
descriptive to predictive. DOE's vast biological. geochemical. geomechanical. and hydrologic
data sets can be combined with high pcrtonnance modelmﬂ capabilities laboratory analyncs anc
a suite of Al technologies. mcluduw surrogate models. | machine leaming. and
digital twins to enhance engineering evaluation and control of the subsurface during
characterization. drilling. stimulation, and production.

Al Solution: Artificial Intelligence in Fluid Flow for Energy Components and
chlmolcvms (AFFECT) leverages sophlsncmed Al and machine learning techniques. including
neural networks and reinforcement leaming. to analyze vast datasets from
high- ﬁdchtv simulations (e.g.. PDE-based computational fluid dyuauncs) in-situ and remote
sensing observations. and flow experiments in the field and laboratory. This will enable the
rapid discovery of governing equations and surrogate models for complex fluid phenomena, and
optimized control strategies. The topic aims to accelerate the design cycle of energy
technologies by 5-10x. reduce operational inefficiencies by 15-25%. and significantly enhance
safety and reliability.

A. ms-llfom Al for Complex Flow Modeling (IESO, BER, ASCR, FES)
Develops Al models that integrate fundamental physical laws and domain

knowledge to accurately represent and predict complex fluid phenomena (e.g.. wall-
bounded turbulence. bluff-body flows, particle-fluid interactions, and atmospheric
dynamics). Unlike purely data-driven models, which require vast amounts of data and
may lack generalizability. physics-informed AI (e.g.. PINNs. Physics-Informed Neural
Networks) can leamn from sparse or noisy data while adhering to known physical
constraints. This improves model robustness, interpretability. and predictive capabilities
across diverse operating conditions or spatial scales.

OPEN

D. Digitalization of Ind ial P
Expand use of phys)es-mfomd Al methods. digital twins. and advanced controls for
processes and equipment across a variety of industrial sectors to optimize existing
processes and technologies: design. develop. and evaluate innovative technology and
process solutions: and enable real-time process control and dispatch of energy resources
or feedstocks. This focus area solicits applications that are relevant to energy-intensive
industries. including chemicals. cement and concrete, iron and steel. food and beverage.
refining. and pulp and paper. as well as in technologies and processes that are common
across multiple industrial sectors, such as process heating. membrane separations. load
flexibility. onsite power generation. thermal energy storage. water supply. wastewater
treatment, and process integration technologies. The proposed approaches should
provide proof-of-concept and be generalizable to other industrial contexts with the ability
to test. validate. and scale.

Potential applicants are strongly encouraged to include an industrial partner on the project
team.

C. Advancing Confinement Approaches (FES)

Apply Al and machine learning within real-time plasma control systems and between

successive experimental pulscs fo create. sustain. and optimize fusion-relevant plasma

scenarios. including using autonomous methods. with the goal of ac] fusion-relevant
confinement regimes and sustained energy output. For IFE. develop | /
surrogates and HPC workflows for targets and drivers. and apply real-time opemnonal
feedback loops and inter-shot analysis frameworks.

(i) Plant/plasma State Optimization (Digital Twin): Development tools for control and
prediction of turbulence and stability that operate concurrently with plasma discharges.
forming bi-directional data flows. Development tools for driver-target coupling.
plasma instabilities reduction, and fusion gain optimization.

(ii) High-Fidelity Plant Design: Development of models for the design. construction. and
logistics of a Fusion Pilot Plant Facility.

(iii) Scenario Planning and Operations Co-pilot: Development of predictive tools that
optimize plasma performance and facility configuration to support efficient facility
Opel’ﬂHOl\.

THALES

Building a future we can all trust
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DR CNRS IASIS: Physics-Aware Machlne Learning CEA-EDF-INRIA SUMMER SCHOOL PINN

Accueil v s HIME  PARTNERS  WSTORY  COMMITEES 2025 SCROOLS LANSIGE
Q - :eDF 6‘ e =

Nemenical Asalysis scheal 2025 contens, program. dates. practical infermation.

Physics-Aware Mac

Learning

https://ecoles-cea-edf-inria.fr/en/schools/ecole-analyse-numerique-2025/

Namerical Analysis school 2025

Solving partial differential equations in fields physics faster with
physics-informed machine learning

L PAML and Large Mod 88

https://aniti.univ-toulouse.fr/2025/05/19/lancement-

Phys|mAI du-programme-integratif-aniti-physimai-lia-au- E S

service-de-la-simulation-physique/

https://sites.google.com/view/paml-gt-iasis/accueil/workshop-paml-Im-june-10 for Phy$|ca| S|mu|at|0n5 an all trust
— ANITI integrative Program

Workshop day on Physics-Informed Machine Learning and Large Models - 10 June 2025

This d


https://sites.google.com/view/paml-gt-iasis/accueil

I HYBRID Al: Model-Informed Neural Network(Geometry+Physics+Data)

Bayesian Logic  Fuzzy Llogic
i Knowledge representation Evolutionary algorithm
5 & reasoning

Black box opfimization '\' . Transfer Learning

Natural Language
Processing

nsent of THALES - © 2021 THALES. Allrights reserv

MODEL-INFORMED
NEURAL NETWORK

This document may not be reproduced, modified, adapted, published, translated, in a

or disclosed to a third party without the prior written col

THALES
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I Physics-Informed Neural Networks (PINNs)

PINNs

Some DATA Alot of DATA

2 Scientific DATA — driven
computing approach .
cortAlx -
£3 Alot of THEORY Some THEORY No THEORY

o]
[!:u:“
%% »lll |
u”llll

THALES
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HaVBISelIN . Difficult when the problem is partially observed

WEISEIRE . Complex physics require intensive numerical
methods

I PINN: Physics-Informed Neural Network -

(PDE)
¢ | Analytical Model Error due to unkown e
phenomena is corrected by a hyhgly non- [l «Nesd for alof of bata
linear model (neural network B

( ) L PINNSs

ny way, in whole

nsent of THALES - © 2021 THALES. Allrights reserve

Error on the knowledge
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PINN (Physics-Informed Neural Network)

| PINN Use-case

2 PINN Use-Case: Hybrid Learning to learm Analytical Model Error

- We have an analytical but imperfect model (e.g. no modeling of hon-linearities or
couplings). The SURROGATE model will learn the model error to refine the model.

(

Learning of error Surrogate Model

any way, in whole

en consent of THALES - © 2021 THALES. All rights reserve:

This document may not be reproduced, modified, adapted, published, franslated, in

: t of analytical model of error
. @ X model () Analytical Model
—F w Calibration (data assimilation)
2 X — Xmodel(;x)  Unknown (apprentissage)
Real Data Real Data
INPUT OUTPUT THALES

Séminaire ARISTOTE — EDF 21 Mai 2026 OPEN R
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Advanced Analytical Model-Informed Machine Learning

Symplectic-Informed Neural Network Language Model Informed
(Al Scientist Tools)

vhole or in part

s reserved

An accurate data-based prediction of the long-term evolution of

Hamilfor)iun systems requires a netyvork that preserves 1.he ) ‘ Is it possible to teach com plicated

appropriate structure under each time step. Every Hamiltonian .

system contains two essential ingredients: the Poisson bracket : mathematical problems to an Al that has no
and the Hamiltonian. Hamiltonian systems with symmetries, mathematical knowledge? Using language
whose paradigm examples are the Lie-Poisson systems, have - . . oge .

been shown to describe a broad category of physical - models to give intuitions on SOIVmg open
phenomena, from satellite motion to underwater vehicles, fluids, mathematical problems.

geophysical applications, complex fluids, and plasma physics.

:Algorithms

Language Model-Informed to Solve Math

mmm) Lie-Poisson Neural Network — (LMI: Amaury Hayat)

(LPNet: F. Gay-Balmaz)

o0H . _ 0H

q=—, p=——
dp oq ‘ S
(x; +sin(x2)) — A sin = "HUA " x"2" " sin" "
dF _ o oppy o OF OH _ OH OF 2o
i3 dt ’ oq Jp dq odp

THALES

Séminaire ARISTOTE — EDF 21 Mai 2026 OPEN I
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I SINN & MINN: Symplectic-Informed NN & Metriplectic-Informed NN

| Symplectic Integrator > Metriplectic Integrator

hel

» Capture of symmetries (Geometry-Informed) . Capture st principle (Energy preservation,

> Capture Noether Invariants via Souriau’'s Moment Moment map)

Map as Energy, Angular Momentum (Physics-Informed)
» Capture 2nd principle (Entropy Production)

C;—T:{F,H} C;—Tz{F,H}+(F,S)

*) The time evolution of Hamilton's equations
R H ) F=H+S
p= —a y = £ (*) 1t principle: Preservation of Energy
is a symplectomorphism, meaning that it conserves dH _
the symplectic 2-form dp A dQ . A numericall dt

scheme is a symplectic integrator if it also conserves
this 2-form and equation are reduce to: ds
Z=(p,9)=2=432,H(2)

(p.g)=12={ j o THALES

Séminaire ARISTOTE — EDF 21 Mai 2026 oPEN dt i i
| 16 Building a future we can all trust

2nd Principle Entropy production



Thermodynamics-Informed Neural Network

dz oE 0S dz . .
ol (DNDZ=+M(2)= —=12,El+(2,S) Metriplectic Flow
=L +M@D)— o =\ Ej+(2.8)

> This same assumption, k; — 0 , induces two additional consequences:

L(z)ﬁzO and M (z)ﬁzo
2 which consﬁ’rzu’re the ingredierﬁ% of the celebrated General Equation for the non-
Equilibrium Reversible-lrreversible Coupling, GENERIC equations. This type of
formulations are also known as metriplectic formulations, since they combine
meftric and symplectic terms. However, in GENERIC equations, known as
degeneracy conditions, play a fundamental role. They are key ingredients in the
demonstration of the a priori satisfaction of the two laws of thermodynamics:

- Conservation of energy in closed systems Given the anti-symmetry of L.

dE ok oz
—(@)=——==0
dt oz ot
- Non-negative entropy production, given the positive semi-definiteness of M:

dS, . 8Saz S

Séminaire AR\STGI&—EDF(WZ‘) Vierad

17 dt oz ot o1

oS
M@)—=20 . THALES



Thermodynamics-Informed Neural Network

» Therefore, the GENERIC structure consistently guarantees the satisfaction of the
laws of thermodynamics by construction. This makes GENERIC a very appealing
choice for the construction of inductive biases in the learning of physical
phenomena.

» For Thermodynamics of learning physical phenomena, we assume that D, data
sets contain labelled pairs of a single-step state vector Z, and its time evolution Z,4

D={D})7.0, ={(z.2.)}1,

2 so that a neural network can be constructed by means of two loss terms, a data
loss term that takes into account the correct prediction of the state vector time
evolution using the GENERIC integrator, defined as:

dZGT dznet 2
dt dt

data __
NS

2

] 8 Séminaire ARISTOTE — EDF 21 Mai 2026 OPEN I H A L E S



Thermodynamics-Informed Neural Network

> where |||, denotes the L2-norm. The choice of the time derivative instead of the
state vector itself is to regularize the global loss function to a uniform order of
magnitude with respect to the degeneracy terms. A second loss term takes into
account the f2u|fi||men’r gf the degeneracy equations,

Lﬁ M E
oz, |, oz, |,

» This formulation gave rise to the so-called structure-preserving neural networks
and thermodynamics-informed neural networks. These networks have been
employed recently in the development of physics perception with the help of
computer vision techniques.

A% = +

» The global loss ferm is a weighted mean of the two terms over the shuffled
Nbatch batched snapshots.

A= i Nbimh (/fLAdata n Adeg)

batch n=0

] 9 Séminaire ARISTOTE - EDF 21 Mai 2026 OPEN I H A L E S
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I Jean-Marie Souriau (1922-2012): New way of thinking Physics

« Il est évident que I'on ne peut définir de valeurs
moyennes que sur des objets appartenant a un

ot espace vectoriel (ou affine); donc - si bourbakiste

' que puisse sembler cette affirmation - que I'on
n’observera et ne mesurera de valeurs moyennes
que sur des grandeurs appartenant a un ensemble
possédant physiquement une structure dffine. Il est
clair que cette structure est nécessairement unique
- sinon les valeurs moyennes ne seraient pas bien
définies. » -

Jean-Marie Souriau

2021 THALES. Allrights res:

onsent of THALES - ©

« Il n'y arien de plus dans les théories physiques que les

groupes de symétrie si ce n'est la construction mathématique
qui permet précisément de montrer qu'il n'y a rien de plus » -

THALES

Séminaire ARISTOTE — EDF 21 Mai 2026 OPEN -
|2] Building a future we can all trust



ENTROPY DEFINITION: Entropy is Invariant g
Casimir Function on Leaves of Symplectic| "
Foliation associated to Coadjoint Orbits si'é’::fn
generated via Moment Map of Symmetry

Group acting on the System.

\S.H},(0)=0 adZSQ+®(6—SJ=O

,BeKeréﬂ3<Q,{%,Z}>+®(%,ZJ:O oQ

(Q[4:2])+6(5.2)=0with /= %

[ - Planck Temperature ; Q : Heat THALES
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Mécanique Statistique, Groupes de Lie et Cosmologie:

Formulation Symplectique de la mécanique statistique
Colloguer Irternationmx CN RS,

N' 237 - Géoméic symplectique et physique mathématique Ces formules montrent comment la symétrie peul étre brisée ; elles mon-
trent aussi que ['ensemble §1 des températures généralisées est imvariant
par 'action adjointe de G et gue

MECANIQUE STATISTIQUE,

- © 2021 THALES. Allrights reserved.

GROUPES DE LIE ET COSMOLOGIE 2y(He) = My 0 (36)
Jean-Marie SOURIAU () elles montrent enfin que application © + z qui définit le potentiel thermo-
dynamique est invariante par la substitution des variables ©%, z* données ¢n

(35).

Appliquons la formule (17)
6z —<Q,606>=0 (37)

Premiére partie
FORMULATION SYMPLECTIQUE DE LA MECANIQUE STATISTIQUE : i & . 3
d une variation 8© tangente i 'orbite, donc engendrée par un élément Z de

'algébre de Lie ; la dérivation de (35) donne

RESUME )
La notion classique d'ensemble canonique de Gibbs est étendue ou cas d'une vaniéts j {8} (Z] T {: 0 1 [B L] Z I :} el U (33}

symplectique sur laquelle un groupe de Lie posséde une action symplectique (“groupe
dynamigque’’} = a : . P 1 ] . s .
La définition rigoureuse dennée ici permet d'étendre un certain nombre de pro- [0 u 2' déSIgnant un Cl’ﬂChE[ de Lle!f Ia dﬁr]vee d'e I' appllcal!o” ‘P ﬂl-l PDIHTL €.
oriétés thermaody jues classiques (1a tampérature et ici un &iément de I'algébre de Lie 3 B ! srifi " £ 4
;u groupe, la chaleur un éément de son dual), notamment des inégalités di cOnvEXite, on sait (S'S'D‘) que f ESt une '?formg dﬂ ‘3 El qu e"‘e venfle I ld":n“le *

Dans Ie cas de groupes non commutatif, des propnétés particuliéres apparaissent @
la symétrie est spontanément brisée, certaines relations de type cohomologique sont véri-

fées dans I'algébre de Lie du groupe. . o f{z] ([zr’ Z.”]} + f(zﬂ] {EZH, Z]) + .r-(z”] {lz ; Zf]} - U tjg)

Diverses applications sont abordées (corps - q covariante
ou refativiste).

|Ces résultats précisent et complétent une £lude publiée dans un ouvrage antérisur (1)
qui sera désigné par les initinles S.5.0.0
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Séminaire Sud-Rhodanien

Le Séminaire "Sud-Rhodanien de Géométrie™ esprits raffinés et
ingénieurs savants, qui sur les fondations de leurs ainés, Elie Cartan,
André Lichnerowicz et Charles Ehresmann, ont élaboré I'architecture
des structures de la géométrie symplectique, des feuilletages et de la
quantification géométrique pour la mécanique hamiltonienne et la
mécanique quantique. Créé au début des années 1980 par les
universités d'Avignon, Aix-Marseille, Lyon et Montpellier, ce séminaire
contribua de maniére importante au développement des recherches
faites en France sur la géométrie symplectique et la géométrie de
Poisson.

PIERRE
DAZORD

JEAN-MARIE
|_ SOURIAU

PIERRE

MOLINO

Livres du séminaire Sud-Rhodanien de Géométrie

Volume 1. Géométrie symplectique et de contact

Volume 2. Feuilletages et quantification géométrique

Volume 3. Autour du théoréme de Poincaré-Birkhoff

Volume 4. Géométrie symplectique et mécanique

Volume 5. Singularités, feuilletages et mécanique hamiltonienne
Volume 6. Aspects dynamiques et topologiques des groupes infinis de
transformation de la mécanique

Volume 7. Feuilletages riemanniens, quantification géométrique et
mécanique

Volume 8. Actions hamiltoniennes de groupe. Troisieme théoréme de Lie
Volume 9. Symplectic Geometry, Groupoids, and Integrable Systems - &
Berkeley

PAULETTE
LIBERMANN

CHARLES-MICHEL
MARLE
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I Femal Touch of Symplectic Geometry

| 5 Masterminds in Symplectic Geometry
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. . C. EHRESMANN, Structures feuilletées,
1963, Birth of « Foliated structures » Proceedings of the Fifth Canadian

Mathematical Congress, 109-172., 1963
STRUCTURES FEUILLETEES

CHARLES EHRESMANN, Institut Henri Poincaré

COLLOQUES INTERNATIONALX
DU
CENTRE NATIONAL DE LA RECHERCHE SCIENTIFIOUE

Introduction

Cet article a pour but la définition précise et I'étude des structures
feuilletées dans le cadre de la théorie des structures locales telle
qu'elle est exposée dans (3; 5; 6). Les résultats connus dans le cas
des variftés feuilletées sont précisés et généralisés au cas d'un
feuilletage topologique localement simple. Les notions d'holonomie,
de déroulements et de tubes analysées ici permettent d'étudier les
questions de stabilité. Seuls des problémes généraux sont abordés,
les applications étant réservées pour une publication ultérieure.

La plupart des idées contenues dans ce travail ont été expostes
dans mes cours (en particulier, Paris 1955-56, 1958, 1961) et dans
des conférences (par exemple Princeton 1953, Buenos-Aires 10509-
60, Montréal 1961). Rappelons que la notion de variété feuilletée
a été introduite dans une Note en collaboration avec Reeb (1),
puis étudite d'une fagon approfondie par Reeb (13; 14) dans
différentes publications. Les structures feuilletées d'espéce B # §
élargie et de seconde espiee ont été définies dans (3). Les I'-struc-
tures étudiées par Haefliger (16), qui sont étroitement lides aux
feuilletages de seconde espéce, ne seront pas considérées ici. Les
feuilletages localement simples ont été introduits dans une Note
en collaboration avec Shih Weishu (2).

ts reserved.
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1. Définitions de diverses espices de structures feuilletées

1. Feuilletages topologiques

Soit E un ensemble muni de deux topologies T et T'. On dira
que (T, T') définit sur E un fewslletage iopologigue ou une structure
d'espace fewilleté topologique si la condition suivante est vérifie :
Pour tout x € E, il existe un voisinage ouvert [’ de x relativement
a T sur lequel T et 7" induisent la méme topologie,

Si (T, T7) est un feuilletage topologique sur K, alors 77 est une
topologie plus fine que T. Nous supposerons désormais que T est

109

Structures fevilletées - Grenoble, 25-30 juillet 1963 - Georges Reeb
Auteur(s) : Georges Reeb - Charles Enresmann - René Thom - Paulette Libermann
Editeur : Cenfre National De La Recherche ScientifiqueCollection : Colloques Int. Du Cnrs, 1964
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ASTERISQUE

STRUCTURE TRANSVERSE
DES

FEUILLETAGES

Toulouse, 1719 février 1952

Structure transverse des feuilletages

Callectif
Astérisque, no, 116 (1984) , 302 p
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Transverse Structure of Foliations
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Cartan geometry, Lie and representation theory, Integrable Systems, quantum Groups and quantum
computing towards the understanding of the geometry of deep Learning and its Applications
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I Al/Machine Learning Evolution: ALGEBRA COMPUTATION STRUCTURES

- ALGEBRA

Ber(X) = det(A)det(D — CA 'B) !
w7 Berezian Determinant

jﬁ ALGEBRA
v Computer Algebra

.o /§ mplechcm’regro’rors non-commutative Group- Scratchpad, | </ 'c/
Ul

- operations, coadjoint orbits, moment map IBM,1971

=, <\’V \\\\‘
A B \é AxG + BxH
Sl [ ALGEBRA
Bk TS 5p ExG + F/xH
R ¢ /
N\

ol Vectors space, commutative

maftrix operations, eigen-analysis e
Bt ALGEBRA [
T

Boolean logic digital circuits
using electromechanical relays |
as the switching element.
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hal-02536154, version 1

Geomstats: A Python Package for Riemannian Geometry in Machine //

Learning

Nina Miolang 1, Alice Le Brigant , Johan Mathe 2, Benjamin Hou 2, Nicolas Guigui *® , Yann Thanwerdas * % , Stefan Heyder | Olivier
Peltre , Niklas Koep , Hadi Zaatiti 7, Hatem Hajri 7, Yann Cabanes , Thomas Gerald , Paul Chauchat &, Christian Shewmake , Bernhard z

Kainz , Claire Donnat 2, Susan Holmes 1, Xavier Pennec 4 ° Deétail

TR IS SRR D

GEOMSTATS: PYTHON Library for Lie Group Machine Learning

CIONEICI hitps://github.com/geomstats/geomstats

pypi package 240 build |passing codecoy |GG codecov | Rk codecov | uRknow {Couerages far numpy, tensorflow, pytcrch)

Geomstats is an open-source Python package for computations and statistics on manifolds. The package is organized into two
main modules: geometry and learning .

The module geemetry implements concepts in differential geometry, and the module learning implements statistics and
learning algorithms for data on manifolds.

A To get started with geomstats , see the examples directory.
For more in-depth applications of geomstats , see the applications repository.
The documentation of geomstats can be found on the documentation website.

If you find geomstats useful, please kindly cite our paper.

Install geomstats via pip3

Video: https://m.youtube.com/watchev=Ju-Wsd84uGO0

pip3 install geomstats :;:‘x Mnmk;(d \
’ https://hal.inria.fr/nal-02536154 .,m \
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Aristote & Pierre Duhem:

Mouvement = changement de
lieu (mécanique) et changement
d’état (la thermodynamique)

www.thalesgroup.com

Les quatre catégories du
mouvement dans LA PHYSIQUE
d’ARISTOTE: Les livres V et VI
fraitent des modalités du
mouvement. Il en existe quatre
catégories : un mouvement de
quantité, de qualité, de lieu et
de substance. Le mouvement
de substance est une
génération ou corrupftion.

OPEN

P. DUHEM

ARISTOTLE



Aristotle’s PHYSICS: Movment as
change of place & change of quality

THALES
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I La philosophie naturelle d'Aristote et I'épistémologie de Pascal

> “Nous avons fait de la Dynamique un cas particulier de la Thermodynamique, une St
Science qui embrasse dans des principes communs tous les changements d’étaf
des corps, aussi bien les changements de lieu que les changements de qualités
physiques” - Pierre Duhem, Sur les équations générales de la Thermodynamique,
1891

> “Nous prenons le mot mouvement pour désigner non seulement un changement
de position dans I'espace, mais encore un changement d’'état quelconque, lors
méme qu'il ne serait accompagné d’aucun déplacement . . . De la sorte, le mot
mouvement s’'oppose non pas au mot repos, mais au mot équilibre.” - Pierre
Duhem, Commentaire aux principes de la Thermodynamique, 1894

» "“This theoretical design led Duhem to rediscover and reinterpret the fradition of
Aristotle’s natural philosophy and Pascal’s epistemology . . . This outcome was
surprising and clearly echoed the Aristotelian language and concept of motion as
change and transformation: within the framework of Aristotelian natural
philosophy, motion in the modern physical sense was actually a special case of
the general concept of motion... Pascal had criticised Descartes’s mechanism
and had stressed the need for a theoretical practice, a synthetic and intuitive one,
besides the geometric formalisation” — S. Bordoni, From thermodynamics fo &
philosophical tradition: Pierre Duhem’s research between 1891 and 1896. LetteraT H /\ |_E S
Matematica 2017, 5, 261-266. luilding a future we can all trust




STANLEY L. JAKI

I Mouvement et philosophie naturelle d’Aristote RS BT

THE LIFE AND WORK OF
|| Duhem, P. (1894), Commentaire aux principes de la PIERRE DUHEM

- Thermodynamique - Troisieme partie, Journal de Mathématiques s
pures et appliquées, 4e série, tome 10, 207-285. S g

Al fourteen

ghts reserved

> "Il nous semble qu'une conclusion générale se dégage de cette étude:
si la science des mouvements cesse d’'étre, dans I'ordre logique, la
premiere des Sciences physiques, pour devenir seulement un cas
particulier d’'une science plus générale embrassant dans ses formules
toutes les modifications des corps, la fenfation sera moindre, pensons- .
nous, de ramener I'étude de tous les phénomenes physiques a I'étude _
du mouvement; on comprendra mieux que le changement de lieu dans A
I'espace n’est pas une modification plus simple que le changement de
température ou de quelque autre qualité physique; on fuira dées lors plus
volontiers ce qui a été jusqu'ici le plus dangereux écueil de la Physique
théorique, la recherche d’'une explication mécanique de I'Univers.”

d
- © 2021 THALES. Allri
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I Pierre Duhem: La théorie Physique: son objet, sa structure

- | Pierre Duhem

» « Il est une Cosmologie avec laquelle la Thermodynamique générale
présente une analogie non-méconnaissable; cette Cosmologie,
c’est la Physique péripatéticienne ... Parmiles attributs de la
substance, la Physique péripatéticienne confére une égale
importance a la catégorie de la quantité et a la catégorie de la
qualité; or, par ses symboles numériques, la Thermodynamique La théorie physique
générale représente egalement les diverses grandeurs des quantités son objet, sa structure
et les diverses intensités des qualités. Le mouvement local n’est, pour
Aristote, qu’une des formes du mouvement général, tandis que les
Cosmologies cartésienne, atomistique et newtonienne concordent
en ceci que le seul mouvement possible est le changement de lieu
dans I'espace. Et voici que la Thermodynamique générale traite, en
ses formules, d’'une foule de modifications telles que les variations de
températures, les changements d’état électrique ou d’aimantation, VRIN
sans chercher le moins du monde a réduire ces variations au es nhilosonhiciies

f* mouvement local »
T H /\ LES
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« There is nothing more in
physical theories than
symmeftry groups except
the mathematical
construction which allows
precisely to show that
there is nothing more » -
Jean-Marie Souriau

Séminaire ARISTOTE — EDF 21 Mai 2026

. Elementary Symplectic Structures of Thermodynamics

. Constantin Carathéodory: From the Pfaffian forms to

Thermodynamics Axiomatization, & Adiabatic Foliation by Frankel

. Information Geometry & Natural Gradient for Learning

. Jean-Marie Souriau: Symplectic Foliation via Moment Map and

Koszul-Fisher Metric from Information Geometry
for Lie Groups Thermodynamics

. ENTROPY as Casimir Function in Coadjoint Representation Constant

on Symplectic Leaves & Density of Maximum Entropy on Lie Groups

. Lars Onsager & Baptiste Coquinot: Symplectic Foliation Model of

METRIPLECTIC FLOW

. Transverse Symplectic Foliation Structure

. Transitive PINN for Drone Flight Mechanics with Friction & Drag

Forces

. Conclusion
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l?lemenfary Symplectic
Structures of Thermodynamics

Entropy is Invariant Casimir Function on Leaves of Symplectic

Fohation associated to Coadjoint Orbits generated via Moment Map of Symmetry Group
acting on the System.
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Representation Theory & (Co-adjoint) Orbits Method: A. Kirillov

Grundlehren der mathematischen Wissenschaften 220
A Series of Comprehensive Studies in Mathematics

A. A. Kirillov

Elements of the Theory
of Representations

MERITS VERSUS DEMERITS

. Universality: the method works for 1. The recipes are not accurately

Lie gronups of any type over any field. and precisely formulated.

. The rules are visual, easy to 2. Sometimes they are wrong and
memerize and illustrate by a picture. need corrections or modifications.

. The method explains some facts 3. It could be diffieult to transtorm
which otherwise look mysterious. this explanation into a rigorous proof.

. 1t provides a great number of 4. Most completely integrable

dynamical systems were discovered
earlier by other methods.

syiplectic manifolds and Poisson
commuting families of functions.

. The method introduces two new 4. The description of coadjoint orbits

and their structure Is sometimes not
an easy problem.

fimdamental notions: eoadjoint
orbits and moment maps.

72X

Springer-Verlag Berlin Heidelberg New York

§ 15. The Method of Orbits

At the basis of the method of orbits lies the following “experimental fact”: the
theory of infinite-dimensional representations of every Lie group is closely con-
nected with a certain special finite-dimensional representation of this group,
This representation acts in the dual space g* of the Lie algebra g of the group
under study. We will call it a co-adjoint or briefly a K-representation.'

Orbits of a Lie group in the space of a K-representation are symplectic mani-
folds. They can be interpreted as phase spaces of a Hamiltonian mechanical
system for which the given Lie group is the group of symmetries. In 15.2, we shall
give a classification of all homogeneous symplectic manifolds with a given group
of symmetries.

It turns out that unitary irreducible representations of the group G are con-
nected with orbits of this group in the K-representation. The construction of the
representation in an orbit is given in 15.3,

This is a generalization of the procedure of quantization that is used in quantum
mechanics. This point of view is explained in more detail in 15.4,

The author sees the significance of the method of orbits not only in the specific
theorems obtained by this method, but also in the great collection of simple and
intuitive heuristic rules that give the solution of the basic questions of the theory
of representations. With the passage of time, these rules will be elevated to the
level of strict theorems, but already now their value is indisputable.

We shall show in 15.5 how the operations of restriction to a subgroup and
induction from this subgroup can be described with the aid of the natural pro-
jection p:g*—bh* where b is the Lie algebra of the subgroup H.

As we shall see in 15.6, generalized characters of irreducible unitary rep-
resentations admit a simple expression in the form of an integral over the cor-
responding orbit. In many cases, this allows us to write an explicit expression for
the Plancherel measure.

Finally, in 15.7 we show that infinitesimal characters of irreducible unitary
representations of a group G can be computed as values of G-invariant poly-
nomials on the corresponding orbits.

15.1. The Co-Adjoint Representation of a Lie Group

Let G be a Lie group, g its Lie algebra, and g* the dual space to g. The group G
acts in g with the aid of the adjoint representation Ad (see 6.3) and in g* with the
aid of the co-adjoint representation, or, briefly, the K-representation. If the Lie
algebra g is realized in the form of the algebra of left-invariant vector-fields on G,
then it is natural to realize g* in the form of the space of left-invariant differential
forms of the first order on G. The K-representation of the group G acts in the space
of 1-forms by right translations.

A KIRILLOV

ELEMENTS DE LA THEORIE
DES REPRESENTATIONS

EDITIONS MIR « MOSCOU

THALES
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A.A. Kirillov by Jacques Dixmier

Breves remarques sur ’ceuvre de
A. A. Kirillov

Jacques Dixmier

La thése de Kirillov, parue en 1962, a suscité immédiatement beaucoup d’intérét.
Soit & un groupe de Lie nilpotent simplement connexe. Soient g = Lie(G),
g* l'espace vectoriel dual de g, dans lequel G opére par la représentation co-
a.djolnte Soit g*/G 1'ensemble des orbites coadjointes. Soit G I'ensemble des
représentations unitaires irréductibles de G (la plupart sont de dl__l_ncnslon in-
finie). Alors Kirillov construit une bijection canonique g*/G — G ; ainsi, les
représentations unitaires irréductibles de G sont paramétrées par les orbites co-
adjointes. En outre, quantité de notions naturelles concernant les représentations
s"interprétent géométriquement en termes d’orbites coadjointes: restriction & un
sous-groupe, induction unitaire, produit tensoriel, mesure de Plancherel, topolo-
gie de ( G. Détaillons sculement un résultat, d’ une &légance extraordinaire: soient
7 € G et R orbite associée ; soit i la mesure G -invariante canonique sur £2
(c’est une distribution tempérée sur g‘) s0it ' sa transformée de Fourier, distri-
bution tempérée sur g ; transportant &’ sur G par |'application exponentielle, on

jent le caractére-distribution de m !

. Kirillov.s'est vite convaincu, et il a convaincu la communauté mnﬂu‘:mnuque.
que cette “méthode des orhltes" devait &tre applicable i des groupes bien plus

pas er Ie cas des groupes de Lie connexes quelcongues.
Evidemment, dcsdlfﬁcult.ﬂ considérables ont surgi immédiatement. Néanmoins,
Kirillov a indiqué une voie d’accés, qui ensuite a été largement utilisée.

Depuis plus de trente ans, Kinllov applique la méthode des orbites aux groupes
de Lie—Cartan de dimension infinie. Par exemple, soit M une variété C™ com-
pacte. Soit G le groupe des difféomorphismes de M, ou I'un des sous-groupes
obtenus en prenant les éléments de G qui conservent une forme volume, ou une
structure symplectique, ou une structure de contact. On considére 1”algibre de Lie
¢ et son dual g*, tous deux définis en tenant compte de la topologie. Aux orbites
coadjointes sont associées des représentations unitaires irréductibles de &, du
moins dans certains cas, par exemple si I"orbite est de dimension finie ou de codi-
mension finie. Le groupe fondamental de ces orbites peut &tre non commutatif,
par exemple &tre un groupe symétrique. Kirillov envisage parfois des groupes en-
core plus généraux (par exemple, le groupe Diff5(E) on E est un fibré principal
de groupe structural &), et parfois au contraire étudie de maniére trés approfondie

des cas particuliers importants; par exemple, soient § le cercle, Diff, () le groupe
des difféomorphismes de § conservant I’ orientation; alors les orbites coadjointes
pour ce groupe sont liées aux fonctions holomorphes univalentes dans le disque
unité, et & certaines équations différentielles linaires; Kirillov définit sur ces or-
bites des structures complexes kiihleriennes invariantes, d’ ol des représentations
de 1"algébre de Virasoro et du groupe de Virasoro-Bott.

Les démonstrations précédentes ont amené Kirillov & s’intéresser, dans plu-
sieurs articles, & des questions de pure géométrie différentielle. Soient M une
variété C™, E un fibré en droites sur M, ['( E) I'ensemble des sections C°° de E.
Un crochet de Lie [ , ] sur T'(E) est dit local si [51. 2] est continue en (51, 52)
et si supp[s;, 52] © supp sy [ supp s2. Kirillov classifie ces crochets. Il détermine
aussi, dans des cas généraux, quels sont les opérateurs muitidifférentiels invariants
par difféomorphismes (tels que la dérivation extérieure, ou le crochet ordinaire de
deux champs de vecteurs).

Plus récemment, Kirillov a utilisé avec succés la méthode des orbites pour
des groupes trés différents, les G (k) (n = 1,2,...; k corps commutatif). (On
note G, (k) le groupe des matrices n » n unipotentes triangulaires supérieures A
€léments dans k.) La théorie est particulidrement poussée lorsque k est un corps
fini. Elle am&ne & introduire une suite remarquable des polyndmes en une vari-
able.

Voici un autre théme longuement étudié par Kirillov en collaboration avec
Gelfand. Soient G un groupe algébrique complexe, g son algdbre de Lie, U 1"al-
gébre enveloppanie de g, D le corps enveloppant de U. Soit D, le corps en-
gendré par des indéterminées Xy, ..., Xn, ¥lv---y ¥as L1y - - - o Zk, Ol tOUs les cro-
chets sont nuls sauf [x;, y;] = 1. Alors Gelfand et Kirillov conjecturent en 1966
que D est isomorphe & un corps Dy, 4. Dans les années suivantes, ils démontrent
des cas pmtlcullcra de plus en plua nombreux. de cette conjectum Dicn ﬂprh la
conjecture sera reconnue comme fausse, mais elle aura suscit€ un grand nombre
de travaux intéressants. Surtout, dds ['article de 1966, Gelfand et Kirillov intro-
duisent diverses notions de dimensions non commutatives; ["unc d'entre clics,
promise 4 un grand avenir, sera appelée dimension de Gelfand—Kirillov.

Tl n’est pas surprenant que Kirillov ait étudié, pour elles-mémes, les algébres
de Lie de dimension intinie. Dans un série d articles, il a mis en &vidence das
cas oil la “croissance™ de ces alg&bres est strictement intermédiaire entre la crois-
sance polynomiale et la croissance exponentielle et il a construit des identités
remarquables vérifiées dans I'algibre de Lie des champs de vecteurs sur R, ou
des champs hamiltoniens sur R2.

La place me manque pour analyser les nombreux articles isolés abordant des
thémes sur lesquels Kirillov n'est pas revenu par la suite. Mentionnons wut de
méme 3 de ces articles: 1) il a complété sur un point trés important [*étude (par
Gelfand—-Graev) des représentations unitaires irméductibles de SLa(k) (k corps lo-
calement compact non connexe). 2) Soient H un espace hilbertien, G le groupe
des opérateurs unitaires u dans H tels que 1 — u soit compact. Alors Kirillov a
déterminé les représentations unitaires irréductibles de G. 3) Kirillov a résolu un
probléme essentiel de géométrie intégrale posé par Gelfand. Ces études n’utilisent

pas la méthode des orbites.

Kirillov a écrit plusieurs livres. Deux d'entre eux ont été traduits en francais

el en anglais‘ l) Elénwu: de la théorie des rep 2) TH et

lle. TI a d’autre part rédigé beaucoup d"articles
d exposition: chacun d'eux est en réalité un court livre. La clarté des exposés fait
que ces écrits ont 1€ | lus, et avec profit, par des chercheurs
débutants.

C’est I'occasion de signaler que Kirillov a eu de nombreux éléves de thése. Les
organisateurs de ce collogue ont eu la bonne idée de faire imprimer sur un T-shirt
(offert & Kirillov) la liste de ces éléves: 57 noms, un record !

Kirillov a participé, en 1967, & la fondation d’un journal ‘célébre: Functional
Amiysuand its Applications. Il a, pendant 4 ans, &té vice-président de la Société

Mathé de M 1l est bre de ités éditoriaux de plusieurs jour-
naux. Il a suscité la traduction en russe de nombreux livres et articles édités &
I'ouest.

Dans sa Kirillov i le constant qu'il a regu de

son épouse (qui travaille en informatique). 11 est fier de I'ceuvre mathématique
trés connue de son fils.

Ce colloque honore donc un grand h
les voies qu'il a , grand matk ici
des années.

grand thé
e qu'il exerce dgpujs

par I'infl

Jacques Dixmier
11 bis rue du Val de Grice
F-75005 Panis, France

Jean-Marie SOU
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Alain Guichardet

La méthode des orbites : historique, principes,
résultats

Introduction

Lorsque les organisateurs des « Legons de mathématiques d'Au-
jourd'hui » m'ont proposé d'expliquer ici en quoi consisie la « méthode
des orbites », j'ai d’abord jugé la chose impossible, car exigeant trop de
connaissances préalables sur les représentations et sur les groupes de
Lie, et faisant appel a des techniques rop lourdes. Par la suite, cédant a
leur aimable insistance, j'ai décidé de considérer la chose comme pos-
sible. Je vais donc essayer de vous donner une idée raisonnablemernt
précise de ce qu'est cette méthade et de ce qu'on peut en attendre, en
ne faisant intervenir qu'un minimum de définitions, de résultats et de
formules.

Le cadre général est celui de I'analyse harmonique non commuta-
tive. Pour comprendre de quoi il s'agit, il faur d'abord rappeler brigve-
ment ce qu'est I'analyse harmonique cormmutative', c'est-a-dire 'ana-
lyse de Fourier pour les fonctions définies sur un groupe topologique G
localernent compact et abélien. Cette théorie unifie et généralise les
cas classiques ot G = T" = R"/2" (séries de Fourier), G = R" (trans-
formée de Fourier) et oit G est un groupe abélien fini (transformée
de Fourler discrite). La premiere idée clé est que le role des exponen-
tielles 2/ doit étre joué par les caractéres du groupe G, c'est-a-dire
les morphismes continus y : G — U, oi U est le groupe des nombres
complexes de module 1. Lensemble des caractéres de G, muni de la
multiplication ponctuelle yy - xa(g) = x1{g]xz(g) et de la topologie de
la convergence uniforme sur les compacts, est un groupe localement
compact abélien, appelé le dual (de Pontryagin) de G, et qu'on note G.

1. Voir par exemple le chapitre vi de [32].

33

3 Alain Guiclioneie!

Quand G est compact, G est discret ; et quand G est discret, G est com-
pict. La seconde idee clé est quiil existe sur G une mesure dg inva-
riante par translation (mesure de Haar), unigque a une normalisation
prés. On peut donc associer & toute fonetion ¢ : G — C intégrable
par rapport a cette mesure, sa transformée de Fourier i : G — €, dé-
finie par @y} = f;; pleixig) dg. Sip est continue et § intégrable sur G,
on relrguve @ par la formule d'inversion (souvent appelée formule de
Fourier-Plancherel) 1 pig) = fz Proxig !dx (en normalisant convena-
blement la nesure invariance dy sur G).

Exemples :

- Quand G =T =R/Z, les caractéres sont gz : £ — Sk e 2, G
est isomorphe & Z, les valeurs de la transfurmée de Fourier sont
les coefficients de Fourier @y} = f; p(z) e*™ %' de, etla formule
d'inversion donne le développement de ¢ en série de Fourier :
(1) = L Hlxa) e,

Quand G = W, les caractéres sont xg ;¥ — &% (ke ®), G est
isomorphe a |: on retrouve la transformée de Fourier usuelle

I

POE)= Jp ) @775 dy et son inversion g x)= fpiixe) e 2" k.

- Quand G = Z/nZ, les caractéres sont g @ r — ™60 () g
Z/nZ). G est isomorphe & Z/n#; on retrouve ici la transfor-
mée de Fourier discréte Dlxe) = L ez plr) & 0 etplr) =
¥ Dtezz hlye) e 2ntrin,

Mainten:nt, passons au cas des groupes G non commutatifs, Ici, la
notion de caractére se divise en deux © on définit d'abord les « repré-
sentations unitaires irréductibles » de G, qui sant des marphismes de
G dans le groupe unitaire % () d'un espace de Hilbert #° [au lieu de
U=2(C)); et cnsuite on définit le « caractire » d'une telle représenta-
tion. Lanalyse harmonique est beaucoup plus difficile que dans le eas
abélien, m&me si on se limite {comme on va le faire) & des groupes lo-
calement compacts particulierement réguliers. C'est ici qu'intervient
la méthode des orbites. Disuns Lout de suite, avant méme de donner
les définitions, quel est son but ; éiant donné un « groupe de Lies G,
elle cherche & décrire, i Paide des orbites d’une certaine représenta-
tion de G (la « représentation coadjointe v de G dans 'espace vectoriel
dual de son walgebre de Lie o), les représentations unitaires irréduc-
tibles de G, les «caractéres » de ces représentations et I formule de
Fourier-Plancherel pour G signalons gue I'on n'obtiendra en géndral
que certaines de ces représentations,

La méthodes des orbites: outil essentiel de I'analyse harmonique non-
commutative (Alain Guichardet, legcons de mathématiques d’aujourd’hui, Vol.4)

Loy midiltode des oriites a5

Voici le plan de l'exposé.

- Historique succinct de la méthode des orbites.

- Quelques énoncés genériques, assez vagues, concernant les
groupes de Lie « généraux », supposés tout de meéme « assez ré-
guliers v,

- Ensulte, nous regarderons ce que ces énoncés deviennent, un
peu plus précisément, pour les quatre classes particullires que
sont les groupes nilpotents, les groupes résolubles, les groupes
semi-simples compacts et les groupes semi-simples non com-
pacts.

El puis nous verrons comment ces énorceés se concrétisent en

prenant un exemple explicite dans chacune de ces classes.

Voici tout d'abord un tableau montrant le cadre dans lequel se si-
fuent les objets que nous allons étudier; les définitions seront donndes

juste apres.

compact abélien

compact non abélien

Analyse harmonique | Analyse harmonique | Méthode des orbites
commutative non commutative {situation idéale)
G groupe localement G groupe localement | G groupe de Lie

Mesure de Haar dg sur G

Mesures de Haar a
gauche et a droite

idem

d'algibre de Lie g

Caractére y:G— 1 <

Reprécentation
unitaire irréductible
UG —%ei#)

Caractére yy(g) =uly

Orbite @ de G dans

Mesura de Liouville
gy sur &

Groupe topologique
dual G = [ caraciires |

Lzpace topologique
dual G =

| représentations
unitaires irréductibles

Topologie sur Glg”

Transformation de
Fourier

= 000= xEloua

Uy -—.f gl dg
G
Yuliph=tri,

Calcul de gy & l'aide
de o

Formule de
Fourier-Plancherel

q:(ei:L(ﬁ[x]a‘x.

dy mesure de Haar
convenablesur G

Si G estunimodulaire
le) = j« XolpIdP(L),

dP mesure borélienne
sur (G

Décomposition de In
mesure de Lebesgue
| surp” suivant les
diverses pg
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I Metriplectic Flow on Symplectic Foliation & Transverse Metric Foliation

~ Foliation Leaves = Foliation Leaves =
¢ Level Sets of Energy Level Sets of Entropy

| METRIC FOLIATION J 13 SYMPLECTIC FOLIATION

1st Principle of
Thermodynamics
Preservation of Energy

METRIPLECTIC FLOW
OF (F HY+(F,S)

dt Non-dissipative Dissipative
Entropy = Constant Energy = Constant

2nd Principle of

Thermodynamics
Entropy Production

%4

3 Symplectic Leaf

Level Set of Entropy

dF
dt
3+ Metric Leaf

Level Set of Energy

=(F.S)

{F,S}=0 VF:S Entropy Casimir Function for {.,.}
(F,H)=0 VF:H Energy Casimir Function for (.,.)

Thermodynamics-Informed Neural Networks

dZGT dznet 2 oS 2
— +

dt  dt |, az,

Adeg — L

A=t szm(/mgataﬂxgeg) A% =

batch n=0
s

2
‘ oH
oz, |,
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I GEOMETRIC DEFINITION OF ENTROPY

Entfropy is Invariant
Casimir Function on Leaves of Symplectic
Foliation associated to Coadjoint Orbits
generated via Moment Map of Symmetry

Group acting on the System.

THALES



Sadi Carnot Cycle <Q, [,B’ 7 ]> n @(,B, Z) )

on Souriau’s Symplectic Leaves

S HY. =0 . oS Entropy is Invariant Casimir
: { ’ }9 (Q) adO+0| — |=0 | Function on Leaves  of
 pekeb <Q [g z}>+®(§ z): | a0 o0 ot Symplectic Foliation associated
-~ 7\ Leo’ o0’ to Coadjoint Orbits generated
| via Moment Map of Symmetry
Sg ¢ Group acting on the System.
3 Symplectic Leaf
Level Set zf Entropy .
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D i
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I METRIPLECTIC MODEL

J The symmetric dissipative metriplectic bracket as Euclidean metric tensor on
the symplectic leaves foliated by the Casimir invariants

> Sato observed that the canonical form of the symmetric dissipative part of the metriplectic bracket is
- identified in terms of a ‘canonical metric tensor’ corresponding to an Euclidean metric tensor on the
symplectic leaves foliated by the Casimir invariants.

» It makes the link with Symplectic model of Lie groups Thermodynamics. A single generating Massieu

function@ = <IB’ Q> — G is sufficient to generate the dynamics by the action of the metriplectic
bracket:

dF
dt
{F,S}=0 and (F,Q) A Single Generating Function
;JH ~W+0 Generates the Metriplectic Dynamics:

Francois Massieu
Iﬁ Séminaire ARISTOTE — EDF 21 Mai 2026 Ch@[r@ @ﬁ%rrﬁsjfrﬁ@ FU n@ﬁﬁ@n




I Thermodynamics Triptych : symplectic & transverse metric foliatons

c DUAL FISHER METRIC | Transverse
g8 HESSIAN OF ENTROPY | Riemanian

% l Foliation Charles
Metriplectic 3 EHRESMANN
Flow Symplectic

Foliation,
Transverse

Koszul MeiriC

Information
Geometry

!

,J Baptiste
COQUINOT

writte

Symplectic
Foliation

Georges Henri

REEB
with Enfropy as

Casimir Function 7

| g.h=const |

NON-DISSIPATIVE

FISHER METRIC
HESSIAN OF MASSIEU
KKS 2-FORM

Jean-Louis KOSZUL Jean-Marie SOURIAU
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- Moment Map Geometry & Libermann Foliation: Condevaux, Dazord, Molino
Séminaire Sud-Rhodanien

CHAPITRE V

GEOMETRIE DU MOMENT

M. Condevaux, P. Dazord, P. Molino

Introduction

Le but de cet exposé est double : d'une part définir le cadre
naturel dans lequel se généralise 1'étude du moment d'une action hamilto-
nienne ; d'autre part donner une démonstration nouvelle, plus directemeat
inspirée par 1'intuwition géométrique que les démonstrations connues, des
théorémes de convexité du moment d'Atiyah-Guillemin-Steraberg-Kirwan [A]
[s-5), [e-s], [K]-

L'idée de base de la premiére partie est la suivante : la dualité
symplectique permet & la fois de faire correspondre 4 un feuilletage sye-
plectiguement complet au sens de F. Libermann [Lih]’ un feuilletage ortho-
gonal, et d'associer & 1'action hamiltonienne d'un groupe de Lie un moment
au sens de J.M. Souriau [So]. Une théorie générale du monent, englobant ces
deux situations comme cas particuliers, devra rendre compte de la corres-
pondance établie par dualité symplectique entre certains types de feuille-
tages singuliers de P. Stefan [St] et H.. Sissmacn [Su] et certaines
T-structures de K. Haefliger [H]. C'est ce qui neus améne & introduire la
notion de I'-structure Poissonienne ; une telle structure ast le moment
généralisé d'un fewilletage de P. Stefan "symplectiquement complet™. On

montre que Lee deux cae particuliere dvegquée rentrent bien dane ce cadre ;

en fait, plus généralement, toute action symplectique d'un groupe de Lie
admet en ce sens un moment généralisé. Par un procédé élémentaire de "déve-
lopgement dz Darboux™, on 4&finit pour une telle action symplectique un
moment réduit, 4 valeurs dins un cylindre muni d'une structure de Poisson
affine ; il semble que 1'étude de ces différentes notions puisse conduire &
quelques problémes intéressants.

En ce qui concerne les théorémes de convexité du moment, on traite
d'abord le cas des tores a partir de 1'idée suivante : li description £1é-
mentaire des modéles locaur conduit imnmédiatement 4 un résultat de conve-
xité locale ; si [* agit d: maniérs haniltonienne sur (M,o), on en déduit
facilement que 1'espace N des conposantes connexes des préimages des points
par le moment J : N =+ F* 3 una structure naturelle de varidté affine plate

4 bords et coins affines lecalement convexe au veisinage du bord. L'appli-

CHAPITRE NI

r-STRUCTURES POISSONNIENNES
ET FEUILLETAGES DE LIBERMANN

P. DAZORD & P. MOLINO

INTRODUCTION -

Les feuilletages de Libermann sont la généralisation, dans le
cadre des feuilletages de Stefan, des feuilletages étudiés dans le cas
régulier par P. Libermann [8] sous le nom de feuilletages
symplectiquement complets et connus des mécaniciens sous le nom de
“systéme complet dintégrales premiéres”. Ceci justifie le nom donné &
cette catégorie de feuilletages

L'étude de ces feuilletages a été clarifiée par lintroduction de la
notion de I'-structure poissonnienne qui est 'extension maximale de la
nation de moment au sens de J.M. Souriau [10]. (cf. Chapitre V
“Giéométrie du Moment"). La notion de feullletage de Libermann apparait
alors comme duale da celle de IMstructure poissonnienne. C'est le point
de vue adopié ici.

Dans un dernier paragraphe on utilise la théorie des feuilletages
de Libermann pour donner une preuve du théoréme de structure locale
de A Weinstein [11] pour les varieté de Poisson.

DUALITE SYMPLECTIQUE, FEUILLETAGES ET
GEOMETRIE DU MOMENT

P. MoOLING

Abstract

One gives the links between th notions of singular foliat T a
and momenturn mapping in the context of symplectic peometry,

Introduction

Dans le premier paragraphe de ce papier, aprés quelques rappels dlémentaires
de géométrie symplectique, on ntraduit la notion de moment géneralisé mise
au point en collaboration avec M. Condevaux et P. Dazord (3] dens le cadre dua
Seminatre Sud-Rhodanien de Geometrie. Essenticllement, c'est la traduction
en termes de dualité symplectigue entre Tstructures de Haefliger {ici, les T'-
struciures Poissoniennes) et fenilletages singuliers de Stefan {ici les fewilletages
de Stefan-Libermann), de la notion de moment d'une action hamiltonienne due
2 J. M. Sourian [16].

Le second paragraphe est une contribution i la méthode de réduction sym-
plectique [13): {M,w, H) étant us systéme hamilomen, on considére une sous—
variété L de M, qui est une sous-varieté de niveau d’une famille d'integrales
premitres. On suppose que w induit sur B une forme wr de rang constant,
mais au Heu de supposer le feuilletage caracteristigue Cx simple, on suppose
seulement qu'il admet une metrique sundle-like [15] compléte. On peut alors
introduire le moment géndrelisé transverse du fevilletage singulier defini par les
adhérences des fevilles, et poursuivie la réduction en munissant l'espace £/Cx
des adherences de feuilles d'une structure de Poisson,

Un cas particulier interessant est celui ol la varieté £ est simplement connexe;
on peut alors définir un vral moment iransverse struciurel Jp 1 X — RF, ol p
est la dimension de Palgébre de Lie structurale [14]. On peut dailleurs prouver,
si T est compacte, un théoréme de convexité du moment structural du type du
théoréme de convexsité du moment pour les actions hamiltoniennes de tores [2]
[7)-

Dans toute la suite, les struclures considérées sent de classe £'°°.



I André Lichnerowicz, College de France

|| Cours 1982-1983 - Etude systématique des rapports entre feuvilletages et
variétés de Poisson | Etude de cohomologies d'algébres de Lie attachées &

une variété de contact

[ele}

> https://www.college-de-france.fr/sites/default/files/media/document/2023-05/1982-
1983 lichnerowicz.pdf

0 ted, ir y
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Soit (M, F) une variété symplectique munie d’un feuilletage lagrangien . |
On a montré qu'il existe toujours sur M une connexion adaptée au feuilletage SLaft
qui induit sur chaque feuille une connexion plate sans torsion. Si la variété &
admet une métrique riemannienne de type fibré pour &, elle admet une mé-
trique riemannienne qui induit sur chaque feuille une métrique plate. On a ainsi
précisé et généralisé des résultats récents d’A. Weinstein et P. Dazord. Les
mémes résultats sont valables si, au lieu d’un feuilletage lagrangien, on consi- _
dere un feuilletage isotrope de (M, F) tel que le champ des plans orthogonaux & (T
symplectiques soit un feuilletage coisotrope.
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I Transversally oriented foliation & the Godbillon-Vey characteristic class

| GODBILLON-VEY CLASSES OF SYMPLECTIC FOLIATIONS by Kentaro Mikami

6T

» Each tfransversally oriented foliation has the Godbillon-Vey characteristic class, and
regular Poisson structures define symplectic foliations.

any way, in whole ol

> K. Mikami has given a new interpretation and the explicit formula for a representative
of the Godbillon-Vey characteristic classes of symplectic foliations in the context of
Poisson geometry.

ent of THALES - © 2021 THALES. Allrights reserve:

» For each transversely oriented foliation, we have the famous Godbillon-Vey
characteristic class. When the symplectic foliations of regular Poisson structures are
transversely oriented, they have the Godbillon-Vey characteristic classes. K. Mikami
has given a formula defining their Godbillon-Vey classes in terms of Poisson structure.

> Transversely oriented foliations have secondary characteristic classes which are
called the Godbillon-Vey class.

- Reference: J.-L. Koszul, Crochet de Schouten-Nijenhuis et cohomologie, in ‘Elie Cartan et
les Mathématiques d’aujourd’hui’, 257-271; Société Math. de France, Astérisque, hors

série, 1985. THALES
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Nikolai Nikolaevich Chentsov in 60’s

I Axiomatization of Information Geomeitry via Category Theory

Séminaire
|51

Math, Operationsforech. Statist., Ser. Jtatigtics, Vol. § (1978) No. 2, 267276
Algebraie Foundation of Mathematical Statisties?

N. N. Cexcovi,

It results from the following sentence which is a non-symmetric analogy to
PyrBAGOR’s theorem for the information deviation [10], [6].

Theorem 6. Let the probability measures R be dominated by {P,}, which form the
exponential family. If there is such distribution P c{P} that
dp,. ;
il - = 21)
/ |in 557 @) (R = P.) @) =0, (21)
whatevkr P., P,..¢{P,} arc, then
I(R: P)=I(R: P)+I(P,: P,), YP,. (22)

Corollary. The measure P, is the I-nearest to R point of the exponential family.
Recently a number of proposals for the arising non-symmetric PYPHAGORIC

information geometrylhas been recovered by Csiszar [11].

Nikolai
Nikolaevich
Chentsov
(1930-1992)




I Category Theory & Information Geometry: Markov Category (GSI'23)
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Paolo Perrone

University of Oxford,
Dept. of Computer Science

GS| 2023, Saint-Malo

https://www.youtube.com/watchev=Q97PrJéZpnl

Markov categories

Definition: Markov category
A Markov category is a semicartesian SMC where each object X is
equipped with maps

copy \r/ del

SANE

x—e

satisfying the commutative comonoid equations

éu "TJ'

and compatible with the monoidal structure.

ATOPOS IS A
PARTICULAR CASE
OF CATEGORY
(the category of
sheaves of sets on
a topological
space)

Information geometry is the study of
interactions between random variables
by means of metric, divergences, and
their geometry.

Categorical probability has a similar
aim, but uses algebraic structures,
primarily monoidal categories, for that
purpose.

As recent work shows, we can unify the
two approaches by means of enriched
category theory into a single formalism,

and recover important information-
theoretic quantities and results, such as
entropy and data processing
inequalities

A categorical approach to statistical mechanics

Gregoire Sergeant-Perthuis
INFIIA & IMJ-PRG

Geometry science of information 2023

Canagaccal St Mach 30/823 GSI 23 23

https://www.youtube.com/watch2v=-z0583ynZoQ

Sorgeont Portia (INRIASIMY PRI

Categorical Magnitude and Entropy

Juan Pablo Vigneaux

Department of Mathematics
California Institute of Technology
Pasadena, CA, USA
vigneauxQcaltech.edu

GSI 2023 - Statistics, Information and Topology

Saint-Malo, August 30th, 2023

tps://www.youtube.com/watchev=1EC23Qéwfpw



https://www.youtube.com/watch?v=Q97PrJ6ZpnI
https://www.youtube.com/watch?v=-z0583ynZoQ
https://www.youtube.com/watch?v=1EC23Q6wfpw
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I Carathéodory’s axiomatization of Thermodynamics
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2.l Inany arbitrary neighborhood
pof an arbitrarily gi¥eminitial point
ithereiis a state that cannotbe
“arbitrarily approximated by
adiabatic changes of state.

(Cargiiaé odory 1909)

w

Séminaire ARISTOTE — EDF 21 Mai 2026

| Constantin Carathéodory was born in Germany in

Berlin in 1873 but was the son of a Turkish
ambassador of Greek origin. From 1875 to 1895,
Constantin Carathéodory lived in Bruxelles in
Belgium, and studied at Belgian Ecole Militaire.
After a period in Greece, in London and Egypt, he
returns to Berlin in 1900 to study mathematics.

In 1904 in Gottingen, he defended his PhD on
special Euler-Lagrange equations, with H.
Minkowski,. He was successively professor in
Gottingen, Bonn and Hannover. From 1905 to 1910.
From Brussels, Carathéodory wrote to Born in 1907
about his definition of the concepts “amount of
heat” and “reversibility” derived from the Carnot
principle. He was back in Munich in 1924 to work
on variational calculus applied to optics

THALES
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I Carathéodory’s axiomatization of Thermodynamics

| By analyzing the Pfaffian form, Carathéodory showed
that if no heat exchange occurs, a system's adiabatic
paths can be described mathematically, and implies
the existence of an integrating factor related to
temperature, leading to the definition of entropy. The
integrating factor transforms the Pfaffian form into an
exact differential, dS, which defines the change in
entropy.

art

rin p

ny way, in whole o

> For the first law, under any adiabatic change of state, the
exfternal work A by the change in energy is equal to zero
and if we denote the initial &€ and final & energy:

g—e+A=0
» For the second law, under all adiabatic changes of state
that start from any given initial state, certain final states are
not attainable and “unattainable” final states can be found
in any neighborhood of the initial state.
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Wolfgang Pauli Lectures on “Thermodynamics and the Kinetic Theory

of Gases” — Rereading of Carathéodoty Axiomatization
» Heat conduction and Internal Friction are two
©  main causes of dissipation

> [...] If the second law were unirue, that is, if

- heat conduction were reversible, then work

© could be obtained from heat without

- compensating changes. Since it is only
possible to convert work into heat without

- compensating changes, is the preferred

_ direction in which actual processes take

- place. We can now also determine which of

~ two temperature 11 and 12 is the higher,

- namely, that one from which heat can flow to

Wolfgang Pauli Lectures on Physics, Volume 3

3 . . “Thermodynamics and the Kinetic Theory of
- the other without compensating changes. Gases”, 2nd chapter dedicated to the 29 Law:

[...] The second law distinguishes heat from the
other forms of energy. It indicates a direction in
time and makes apparent that heat is a
disordered form of energy. (Pauli 1973)

~ (Pauli 1973) ..

OPEN
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THE GEOMETRY
OEPERSICS

AN INTRODUCTION

published,
of THALES -

THEODORE FRANKEL

THIRD EDITION

Constantin Carathéodory axiomatization of thermodynamics
interpreted by foliations by Theodore Frankel

[...] If, for example, the foliation defined by Q =0
has leaves that wind densely (as in a torus) then
there is no way that a global function S can
exist, since such an S must be constant on each
maximal leaf. It is easy to see, however, that
Kelvin's second law of thermodynamics rules out
the possibility of not only dense adiabatic leaves,
but even leaves that “double back”! For in the
proof that “Kelvin implies Caratheodory,” we saw
that two states related by heating at constant
volume cannot be joined by a quasi-static
adiabatic. This says that no z7(v) can meet a
maximal adiabatic leaf twice. It might be
thought that the space M "™ and the adiabatic
foliation must then be of a completely trivial
nature. (Frankel 1972, p.33)

THALES
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I Ryszard Mrugala :
Information Geomeiry and Libermann Legendre submanifolds

» We make reference to Ryszard Mrugala paper on “On contact and metric structures
on thermodynamic spaces” (Mrugala 1978 & 2000), infroducing geometrical
structures of the state space of classical thermodynamics:

- contact structure for the first law of thermodynamics
- metrical Riemannian structure for the second law of thermodynamics.

- 2 Inthis paper, R. Mrugala considered contact tfransformations and thermodynamic
symmetries, more especially a group of diffeomorphisms (symmetries) which preserve
its contact structure. He developed a T-parameter group of confinuous contact
transformation, which preserves the contact distribution. He showed that contact
vector field is a generator of a continuous contact fransformation and that the fields
of contact vectors form a Lie algebra. He observed that the contact Hamiltonian flow
in the general case is tangent only to one level surface. He finally showed that using
a generalized canonical Gibbs probability distribution function (Jaynes 1957) and
relaxing some standard conditions, we can infroduce a contact and a metric

- structure on the space of thermodynamic parameters. Finally, Riemannian metric is

¢s  introduce on Legendre submanifolds, where the metric tensor is equivalent to Fisher's
information matrix from Information Geometry. THALES

Séminaire ARISTOTE — EDF 21 Mai 2026 OPEN -
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Geometric Theory of Heat: Josiah Willard Gibbs Diagrams sculpted
by James Clerk Maxwell (1874

THEORY OF HEAT, J. Clerk Maxwell 207

Thermal Lines om the Model.
Pro. ot

Contrary to Gibbs' and
Maxwell's recommendation
the equation of state Is shown
here to provide a cognitive link to
understanding the graphical method

es Clerk Maxwell
. 1874

OPEN

we can all trust



I Seminal Gibbs States from Moment Map of SE(3)

. > As observed by Charles-Michel Marle, Josiah Willard Gibbs in chapter IV of his book
“Elementary Principles in Statistical Mechanics, developed with Especial Reference to the
Rational Foundation of Thermodynamics” published in 1902, considered generalization of
Gibbs states built with the moment map of the product of the one-dimensional group of
translations in time and the three-dimensional group of rotations in space for the study of
systems contained in a rotating vessel, referring to a paper by Maxwell published in 1878. We
can read in the book of Gibbs:

orin pai

ed.

any way, in whole

[...] The consideration of the above case of statistical equilibrivm may be made the foundation
of the theory of the thermodynamic equilibrium of rotating bodies, a subject which has been
treated by Maxwell in his memoir On Boltzmann's theorem on the average distribution of
energy in a system of material points (Gibbs 1902)

onsent of THALES - © 2021 THALES. Allrights reserv

» Jacques Hadamard made a review of this book in 1906 (Hadamard 1906) and wrote:

[...] This book is not one of those that one analyzes hastily; but, on the other hand, the
questions it deals with have been greatly agitated in recent times; the ideas defended by
Gibbs have been the subject of much controversy; the reasoning with which he supported
them has also been criticized. It seems interesting to me to study his work in the light of these
controversies and by discussing these criticisms (Hadamard 1906)

This document may not be reproduced, modified, adapted, published, franslated, in

or disclosed to a third party without the prior written ¢
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GIBBS, MASSIEU & THERMODYNAMICAL

POTENTIALS

> Handwritten letter from Frangois Massieu (Corps des
Mines) to Josiah Willard Gibbs, dated Rennes, October 9,
1878 (Gibbs Archive of Yale University):

> "You have been kind enough to send me four brochures
that you have published on thermodynamics; | would like
to thank you as well as for the honor you have done me
by citing my work on the characteristic functions of fluids. |
fear that you have had only an incomplete idea of this
work for the reports of the Institut de France to which you
refer and | am sending you a copy of what | have written
on this subject. | would be honored if you would be kind
enough to bring some interest to it. | am writing to you in
French for the reason that if | read English quite easily, |
would write it very badly. | would be very happy, Sir, if our
relations could continue and if | publish, as is likely, some
new work on thermodynamics, | will hasten to send you a
copy. Please accept, Sir, the assurance of my most
distinguished sentiments.

MASSIEU, Chief Engineer of Mines

Professor at the Faculty of Sciences of Rennes

to Professor Willard Gibbs, at Yale College, New Haven,
Connecticut, United States of America”
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Thermodynamics as a Science of Symmetry by Herbert B. Callen

> [...] every continuous symmetry of a system implies a conservation theorem, and vice versa ... The
most primitive class of symmetries is the class of continuous spacetime transformations. The
(presumed) invariance of physical laws under time translation implies the conservation of energy.
Symmetry under spatial translation implies conservation of momentum, and rotational symmetry
implies conservation of angular momentum.(Callen, p.425)

[...] The most immediately evident conserved coordinate is, of course, the energy (time-franslation
symmetry). Its relevance as a thermodynamic coordinate under-lies the "first law" of thermodynamics.
Time-translation, spatial translation, and spatial rotation symmetries are interrelated in a single class of
continuous space-time symmetries. The symmetry interpretation of thermodynamics immediately
suggests, then, that energy, linear momentum, and angular momentum should play fully analogous
roles in thermodynamics. The equivalence of these roles is rarely evident in conventional treatments,
which appear to grant the energy a mis-leadingly unique status. The momentum and the angular
momentum are generally suppressed by restricting the theory to systems at rest, constrained by
external "clamps." Nevertheless, it is evident that in principle the linear momentum does appear in the
formalism in a form fully equivalent to the energy, for relativistic considerations imply that the energy in
one frame appears partially as linear momentum in another frame. Similarly, the angular momentum is
only occasionally infroduced explicitly into thermodynamic formalisms (as in astrophysical
applications to rotating galaxies); it appears, for instance, in the "Boltzmann factor," exp(-8E - BA.L) ,
additively and symmetrically with the energy. To stress these facts we might well amend the first law to
read that "the extended first law of thermodynamics is the symmetry of the laws of physics under
space and time translations and under spatial rotation.".(Callen 1974 p.427)

- Cadllen HB (1973) A Symmetry Interpretation of Thermodynamics. In: Domingos JDD (eds.). Foundations of
Continuum Thermodynamics, Instituto de Alta Cultura-NuUcleo de Estudos de Engenharia Mecanica, pp. 61-79.

- Cadllen, HB (1974) Thermodynamics as a Science of Symmetry, Foundations of Physics 4(4):423-443. T H ,\ L E S
Iﬁ_ CalleniHB:(1985)Thermodynamics and An Introduction to Thermosigatistics, 2nd edition, Wiley, New York.
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I Mavurice Fréchet 1943 Seminal Paper (Clairaut Equation)

Etude des densités distinguées. Appelons (provisoirement, dans ce mémoire)
densité distinguée, toute densité de probabilité f(x, #) telle que la fonction

d L f(x, 8
(46) g4 o OF

f[aaf{ ]f( L 6)

Pour ces densités distinguées, on va pouvoir déterminer la fonction minimi-
sante H'(X,, .... X,) et étendre au cas des petits échantillons la comparaison des
méthodes d’estimation faites par divers auteurs dans le cas des grands échantillons.
11 vaut donc la peine de chercher la forme générale de f(x, §) pour cette catégorie
de variables.

soit indépendante de 4.

de 6. En appelant i(x) cette fonction, on voit qu'on a l'identité de la forme

) A(0) 5 L 105, 6) = () — 6

(52bis) A=
Incidemment, puisque, d'aprés (52), A(f) est positif, il en résulte aussi que
W (= 1) estaussi positit.  Métrique de Fisher

On peut d’ailleurs préciser d’'une maniére plus directe que par (50), le choix
des fonctions u(#), h(x), I(x): on peut prendre arbitrairement h(x) et l(x) ')
et alors p(f) est déterminé par (50) ou méme mieux par une formule explicite.
En effet, (50) peut s’écrire

+m
pBp —y — J'spl‘ghlsl+f'[a'i dx.
—
Donnons-nous alors arbitrairement h(x) et I(x) et soit s une variable arbitraire:
la fonction

+m
J‘e;h[.;]fﬂ.d dx 1}

sera une fonction positive connue que nous pourrons représenter par e®, On
voit alors que p(f#) sera défini par

0 —p=y) ou

olt 4(#) > o. On peut considérer comme la dérivée seconde d'une fonction

1(9)
W(O); b =L f(x, 0) = po”(6) [h(x) — 0],

This document may not be reproduced, modified, adapted, published, franslated, in any way, in w
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Par suite L f(x, 8) — u'e [h(x) — 8] — u(6) est une quantité indépendante
de # que nous pouvons représenter par [(x).

Ainsi toute densité distinguée, f(x, #), est de la forme
I_(43?l f(z, 8) = e¥'shiz—6l+u(6) +it

(55) p=04—v() Legendre-Clairaut

c'est-d-dire une équation de Clairaut. La solution ' = constante réduirait f(=, 8),
d’aprés (48) a une fonction indépendante de f, cas oit le probléme n’aurait plus
de sens. u est donc donné par la solution singuliére de (55), qui est unique et
s'obtient en éliminant s entre 4 = 6 s — y(s) et # = y’(s) ou encore entre

+em
pBe—p — J’gahtx]+!f:} dx et
—_—

+ o
(55bis) f esh @410 [h(x) — 8] dx = o.
Si I'on veut, p(6) est donné par la relation
= H = e-—ﬂa}:sﬁtxﬂ-ﬁflx} dx

olt 5 est donné en fonction de 6 par la relation implicite (55bis).




Fisher Metric and Fréchet-Darmois (Cramer-Rao) Bound

16)
_ Ao AY 4 ~ _| 8°log p,(2)
R, -E[lo-dlo-0) 10" o), -—E{ oo, }
dsZ = Kullback _ Divergence(p,(z), p,.4,(2))
2 Po.ao(2) W=W(0)
ds; =—j p,(z)log o (@) dz _ ds? = ds?

ds; ~ > g,d60d6; =>[1(9)] ;,d6.dg; =do".1(6).d0

Taylor i ] ]

65 THALES



Distance Between Gaussian Density with Fisher Metric

1
— 0 T 1
1(0) = ‘; % avec E[(@—H)(H—H) }zue) et 9:(2)
(o)

> Fisher matrix induced the following differential metric

2

, 2
ds? =do".1 (0).do =" 299" _ 2 Kde +(d0)2}

2 2 2 \/E

o) o} o)

» Poincaré Model of upper half-plane and unit disk
Z=£+i.a a):Z—! Qa)‘<1)
V2 Z+1
deof”
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1 monovariate gaussian = 1 point in Poincaré unit disk

2 2
> dm do
(iS — > 4—:2. > Z
(o2 (o2
Fisher Metric in
Poincaré Half-Plane = -9
//"' 525 _ \\\\\
(my, )0 " R
1101 / // % __—_‘_\B\\
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Information Geometry & Machine Learning

2 This simple gradient descent has a first drawback of using the same non-adaptive
learning rate for all parameter components, and a second drawback of non
invariance with respect to parameter re-encoding inducing different learning
rates. S.I. Amari has infroduced the natural gradient to preserve this invariance to
be insensitive to the characteristic scale of each parameter direction. The
gradient descent could be corrected by (@)™ where | is the Fisher information
matrix with respect to parameter g , given by: al (y )T

t t

0, O, -1 (0.) ——

1(0)=[ 9y | ,
5 log p(y/@)“ :{E y /e)Flog p(y/6)dlog p(y/@)ﬂ

with g. =| —E,_
9 { y~p(y/6’)|: agiagj 00, 00,

i J

68 Séminaire ARISTOTE — EDF 21 Mai 2026 OPEN I H A L E S



THALES

Building a future we can all trust

-

Jean-Marie Souriau:
Symplectic Foliation via Moment
Map and Koszul-Fisher Metric
from Information Geomeiry

for Lie Groups Thermodynamics

www.thalesgroup.com



I SOURIAU 2019
| SOURIAU 2019

SOURIAU 2019

hitps://www.youtube.com/watch?v=beM2pUK1H70

§> Internet welbsite : http://souriau2019.fr

) In 1969, 50 years ago, Jean-Marie Souriau published the
- book "Structure des systeme dynamiques", in which using
the ideas of J.L. Lagrange, he formalized the "Geometric
*© Mechanics" in its modern form based on Symplectic
Geometry

21 THALES. A

f THALES

{; Chop’rer IV was dedicated to "Thermodynamics of Lie
o groups" (ref André Blanc-Lapierre)

- » Testimony of Jean-Pierre Bourguignon at Souriau'19 (IHES
¢z director of the European ERC)

Jean-Marie SOURTAU
and JEAN-MARIE SOURIAU

Symplectic Geometry

80| Prime

3 " 7 &f
Jean-Pierre BOURGUIGNON Symplectic Mechanics, Geometric Quantization, Relativity, \’.3/ -
» 3 b 4 y L
(CNRS-THES) Thermodynamics, Cosmology, Dif fr-u!og, & Philosophy
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http://souriau2019.fr/
https://www.youtube.com/watch?v=93hFolIBo0Q&t=3s

I Machine Learning on Lie Groups

] Lie Groups Machine Learning based on Souriau Lie-Groups Thermodynamics

» We will infroduce "Lie Groups Machine Learning” [1] that extends statistics and
machine learning on Lie Groups based on representation theory and Lie algelbra
cohomology.

» From Jean-Marie Souriau "Lie Groups Thermodynamics" [3] initiated in the framework
of symplectic model of statistical mechanics, new geometric statistical tools have
been developed to define:

- maximum Entropy densities of probability on Lie Groups for supervised methods
- Fisher metric extension from Information Geometry for unsupervised methods.

miastns W Il n'y a rien de plus dans les théories
PRI physiques que les groupes de
des symeétrie si ce n'est la construction
systemes 7 o o
St mitace : mathématique qui permet
Introductionto  § précisément de montrer qu'il n'y a

Symplectic : )
Geohietry rien de plus »

Souriau’s Moment Map = T H NLES
B8 unop univErsiTE -\ B Q) Springer Geometrization of Noether Theorem ( ure we can all trust




I Souriau Lie Groups Thermodynamics: General Equations

Ces formules sont universelles, en ce sens qu'elles ne mertent pas en jeu
- Ya variétd symplectique U - mals seulement le groupe G , son cacycle

sytplectique f et les ccuples @ + 0. Peut-étre cette "thermodynamique
des groupes ca Lic" a-t-elle un fntérét mathimaticue.

THEORIE

WATHERATIOUE

© 2021 THALES. Allrights re
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DE LA CHALEUR:
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> ah & & Bernsss des
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B. CLAUSIUS P

R L maitrises de mathémaltigues

DUNOD UNIVERSITE
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I J.M. Souriau Book « Structure des systemes dynamiques », 1969

J.-M. SOURIAU | Introduction of symplectic
geometry in mechanics

”

structure I Invention of the “moment map

d‘eS | Geometrization of Noether's
Systemes theorem

J.-M. Scorizs dynamlques | Barycentric decomposition

Structure of maitrises de mathématiques theorem

Dynamical Systems

- i | The total mass of an isolated

e . dynamic system is the class of
T — cohomology of the default of

G M Tuyensn

Smitn L equivariance for the moment map

| Lie Groups Thermodynamics
(Chapter IV)

Birkhduser ' DUNOD UNIVERSITE

http://www.imsouriau.com/structure des systemes dynamiques.htm
http://www.springer.com/us/book/9780817636951 T H ALES

| 73 OPEN we can all trust



http://www.jmsouriau.com/structure_des_systemes_dynamiques.htm
http://www.springer.com/us/book/9780817636951

"1 whole orin part

reserved.

Souriau SSD Chapter IV: Gibbs Equilibrium is not covariant with respect
to Dynamic Groups of Physics

(17.78)

(17.79)

| 74 derminuine ARIIVUIE — EUF Z1 IVIAI ZUZ0

. MECANIQUE STATISTIQUE COVARIANTE

Le groupe des translations dans le temps (7.9) est un sous-groupe du
groupe de Galilée ; mais ce n’est pas un sous-groupe invariant, ainsi que le

montre un calcul trivial. Si un systéme dynamique est conservatif dans u'

repére d'inertie, il en résulte qu’il peut ne plus étre conservatif dans un autrei@

La formulation (17.24) du principe de Gibbs deoit donc étre élargie, m'v

devenir compatible avec la relativité galiléenne. k.
Nous proposens donge Je principe suivant :

Si un systéme dynamigue est invariant par un sous-groupe de Lie G
du groupe de Galilée, les équilibres naturels du systéme constituent I'e
semble de Gibbs du groupe dynamique G

_ m . T -
celle- de G, notéc @5 un équxhbre du systéme sera caractérisé par -un é {
ment Z de %', donc de ¥ ; on pourra écrire

ey B v i
'Z - 0 0 e
0 0 0

en utilisant les notations (13.4) ; Z parcourt I’ensemble Q défini en (16. 219) 23

a chaque valeur de 2 est associé un élément M du dual % de 9’, valeur g&
moyenne du moment u; on peut appliquer les formulea (16.219), (16.220),3
qui, généralisent les relations thermodynamigues (17.26), (17.27), (17.28).: i
On voit que ¢'est Z (17.78) qui généralise la « température »; le théorémed’]
d’isothermie (17.32) s’¢tend immédiatement : 1'équilibre d’un systéme v
composé de plusicurs parties sans mteracnons s’obtient en attribuant a
chaque composante un équilibre correspondant da la méme valeur de Z; é
Pentropie s, le potentiel de Planck z et le moment moyen M sont additifs. W
OPEN

J.M. Souriau, Structure des
systemes dynamiques,
Chapitre IV « Mécanique
Statistique »

Trompette de Souriau

Lorsque le fait qu’on rencontre est en
opposition avec une théorie régnante, il
faut accepter le fait et abandonner la
théorie, alors méme que celle-ci,

soutenue par de grands noms, est
généralement adoptée

THALES

Building a future we can all trust



I Symplectic Model of Souriau Lie Groups Thermodynamics

| Souriau Geometric (Planck) Temperature is an element of Lie Algebra of Dynamical

Group (Galileo/Poincaré groups) acting on the system. Heat is an element of the dual
of Lie algebra.

| Generalized Entropy is Legendre Transform of minus logarithm of Laplace Transform
and is Casimir Function on Symplectic leaves (obtained by coadjoint orbit via
moment map)

| Fisher(-Souriau) Metric is a Geometric Calorific Capacity (hessian of Massieu Potential)

Souriau formalism is fully
no special coordinates (




Jean-Marie Souriau Seminal Paper - 1974

Ml Statistical Mechanics, Lie Group and Cosmology - 1st part: Symplectic Model of Statistical Mechanics

8 Jean-Marie Souriau

A Abstract: The classical notion of Gibbs' canonical ensemble is extended to the case of a symplectic
8l manifold on which a Lie group has a symplectic action ("dynamic group"). The rigorous definition
3l oiven here makes it possible to extend a certain humber of classical thermodynamic properties
8l (femperature is here an element of the Lie algebra of the group, heat an element of its dual), notably
3l inequalities of convexity. In the case of non-commutative groups, particular properties appear: the
4 symmetry is spontaneously broken, certain relations of cohomological type are verified in the Lie
8l olgebra of the group. Various applications are considered (rotating bodies, covariant or relativistic
8 stafistical Mechanics). [These results specify and complement a study published in an earlier work (*),
#l Which will be designated by the initials SSD].

8 (*) Souriau, J.-M., Structure des systemes dynamique. Dunod, collection Dunod Universiteé, Paris 1969.

Souriau, J-M., Mécanique statistique, groupes de Lie et cosmologie, Colloques Internationaux
C.N.R.S., n°237 - Géométrie symplectique et physique mathématique, pp.59-113, 1974
English translation by F. Barbaresco:

https://www.academia.edu/42630654/Statistical Mechanics Lie Group and Cosmolo

t Symplectic Model of Statistical Mechanics
T H ALES

Séminaire ARISTOTE — EDF 21 Mai 2026
we can all trust



https://www.academia.edu/42630654/Statistical_Mechanics_Lie_Group_and_Cosmology_1_st_part_Symplectic_Model_of_Statistical_Mechanics

Charles-Michel Marle (Corps des Mines, Sorbonne Université)

On Gibbs states of mechanical systems with symmetries

d

Gibbs states for the Hamiltonian action of a Lie group on
a symplectic manifold were studied, and their possible
applications in Physics and Cosmology were
considered, by the French mathematician and physicist
Jean-Marie Souriau. They are presented here with
detailed proofs of all the stated results. Using an
adaptation of the cross product for pseudo-Euclidean
three-dimensional vector spaces, we present several
examples of such Gibbs states, fogether with the
associated thermodynamic functions, for various two-
dimensional symplectic manifolds, including the
pseudo-spheres, the Poincaré disk and the Poincaré
half-plane.

d, in «

2021 THALES. Allrights r

d

nsent of THALE:

h’r’rps //orxw org/obs/201 2.00582
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https://arxiv.org/pdf/2012.00582.pdf

Symplectic Geometry & Foliations Theory Epic

wadl
st

S— z
=Y i

13 =aa)
5 o «d \\

i e ——

Joseph-Louis Lagrange Gaston Darboux Elie Cartan Erich Kéhler Hermann Weyl  Carl-Ludwig Siegel Jiirgen K. Moser Loo-Keng Hua

\ “
| -
Vladimir Arnold Lee Hwa-Chung Charles Ehresmann Georges Reeb André Lichnerowicz  Paulette Libermann  Jean-Marie Souriau

F. Barbaresco, Esthétique structurelle des feuilletages symplectiques du mouvement, de la chaleur et de I'information : la quéte romantique de Jean-Marie
Souriau de Carthage a Massilia ou le triptyque de la Nature des choses (De Rerum Natura) « Esthétisme - Structure - Mouvement », ENS/IRCAM MAMUPHI seminar,
to be published by Spartacus Editor for MAMUPHI anniversary hitps://spartacus-idh.com/

MAMUPHI video: htips://www.youtube.com/watch?v=dWyWXubGfXA

MAMUPHI Slides: http://www.entretemps.asso.fr/2022-2023/Barbaresco.pdf
hitps://www.academia.edu/112471996/Structural_aesthetics_of the_symplectic_foliations_of movement_heat_and_information_the_romantic_quest_of Jean_Ma

rie_Souriau_from_Carthage_to_Massilia_or_the_triptych_of the_Nature_of things_De_Rerum_Natura_Aesthetics_Structure_Movement_



https://spartacus-idh.com/
https://www.youtube.com/watch?v=dWyWXubGfXA
http://www.entretemps.asso.fr/2022-2023/Barbaresco.pdf
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Lagrange 2-form rediscovered by Jean-Marie Souriau

> Rewriting equations of classical mechanics in phase space [r]
Y

d’r v dr

mFZF—m%:F et V:a t

> Souriau rediscovered that Lagrange had considered the evolution space:  Yy=|r |eV
mov—Fot =0 Vv

{5r —vot =0

2 A dynamic system is represented by a foliation. This foliation is determined by an

antisymmetric covariant 29 order tensor o, called the Lagrange (-Souriau) form, a
bilinear operator on the tangent vectors of V.

: ot o't
(Y )N3'y)=(m&—F&, 't —vs't)—(mS'v—FS't, o —vk) Sy=|or| et S'y=|d'r
OV o'V

2 In the Lagrange-Souriau model, o is a 2-form on the evolution space V, and the
*- differential equation of motion implies: dy € &

. o@)ey)=0,vsy  o(dy)=0 ou dy<cker(o) THALES

ure we can all trust



Souriau Work Roots: Frangois Gallissot Theorem

> Gallissot Theorem: There are 3 types of differential forms generating the equations of
a material point motion,|invariant by the action of the Galileo group

3
= ZLZ(mdvi ~ Fdt)’

. m = IF. Garvissor, Les formes extérieures en Mécanique (Thése), Durand,
A:s 5 Chartres, 1954.
m
2 &
3
B:f =>5,(dx —v,dt)(mdv - Fjdt) with 5; krénecker symbol
1
3

C: a)—z (mdv, — Fdt) (dx, —v,dt)

> dw= Ocons’rromed the Pfaff form 5 Fdx to be closed and to be reduced to the
differential of U : C = @ =ms,dv, /\dx ZdH Adt with H=T-U and T = 1/2> m(v,

» It proves that @ has an ex’rerlor dlfferen’nol dw generating Poincaré-Cartan Ihfegral
invariant: 3

Séminaire ARISTOTE — EDF 21 Mai 2026 d a) — mv dX P Hdt
o - 2 LS THALES



Interior/Exterior Products and Lie derivative

82

> iva) is the (p-1)-form on X obtained by inserting \/ (X) as the first argument of @ :
Interior product : IVC()(V2 o -Vp) = a)(V (X),Vz,- --,Vp)

> O A isthe (o + 1)-formon X where @ is a p-form and @ is a 1-form on X:
P

. , . i A
Exterior product: G A a)(vo, . "Vp) — Z(_]_) H(Vi)a)(\/o’ SRR AR "Vp)
i=0
(where the hat indicates a term to be omitted).
> Lva) is a p-form on X ,and Lva) = ( if the flow of \/ consists of symmetries of @:

d -
Lie derivative : Lva)(vl,---,vp):aetv a)(Vl,---,Vp)

t=0

THALES



Exterior derivative and E.Cartan, H. Cartan & S. Lie formulas

> dw is the (o+1)-form on X defined by taking the ordinary derivative of @ and
then anfisymmetrizing:

RN
i O A
Exterior derivative : da)(Vo,° . -,Vp) = Z(—l) &(Vi)(vo" ' ',Vi y©° ',Vp)
1=0
p=0[do] =00 ; p=L|do], =8,0,-0;0 ; p=2[do], =00 +0;0,+0,;
2 The properties of the exterior and Lie Derivative are the following:

L,wo=di,0+1,dw (E Cartan)

j

i[u ’V]a) — iv Lua)_ LU iva) (H.Cartan)

Lyve=LLo-L Lo 6 te)

83 THALES



Souriau Moment Map (1/2)

> Let (X . O') be a connected symplectic manifold.
» A vector field 17 on X is called symplectic if its flow preserves the 2-form :
Lo=0
» If we use Elie Cartan's formula, we can deduce that :
Lo=dio+ido=0
> bu’r as da 0 ’rhen d| o = (0. We observe that the 1-form| g is closed.
2 When this 1-form is exact, ’rhere is a smooth function X H on X with:

| o =—dH
n
» This vector field 77 is called Hamiltonian and could be define as s symplectic
gradient :
77 — vSymp H

84 Séminaire ARISTOTE — EDF 21 Mai 2026 OPEN T I I A I E S



Souriau Moment Map (2/2)

dinazO | o =—dH

n

> We define the Poisson bracket of two functions H , H ' by :
(HH'}=0(1.7")=0(VemH " VemH )

with i, o=—dH and i .o =—dH'
> Let a Lie group (G that acts on X and that also preserve o .

2 A moment map exists if these infinitesimal generators are actually hamiltonian, so
that a map exists:

d: X —)Q* with iz O'Z—dHZ where HZ =<CD(X),Z>

X

85 THALES



3.5 Noether type theorems

Consider now the “levels” of the moment map'® u : W — g* of a hamiltonian G-
action on the symplectic manifold (W,w). The most classical form of E. Noether’s
theorem seems to be stated nowadays as:

131 ghall call Jevel £ the inverse unnge 1~ 1E) even if £ is not & number.

Theorem 3.5.1 Let H be a function on W which is invariant by the G-action.
Then p is constant on the trajectories of the hamiltonian vector field Xpg.

Proof. Indeed, if 4(%) is a trajectory of X, one can write, for any X € g:

2 cpon(t),X> = < Tyu(Xaly(®),X >

Michele Audin
= < Xu(r(1), ' Tyu(X) > The Topology of
= e Kal e e s Torus Act.lons on
Symplectic Manifolds
= w(X, XH)‘!(')
= ﬁdH‘T“)(i)

But H is invariant and X a fundamental vector field of the action, and thus:
H(exp(sX) - ¥(t)) = H(«(t))
which, when differentiated at s = 0, is: https://link.springer.com/book/10.1007/978-3-0348-7221-8
dH(X(~(t))) = 0.
8]

The field Xp is thus tangent to the levels p~(&). Birkhiuser



I Coadijoint operator and Coadjoint Orbits (Kirillov Representation)
| Lie Group Adjoint Representation

> the adjoint representation of a Lie group Adg is a way of representing its elements as
- linear fransformations of the Lie algebra, considered as a vector space

Ad, =(d¥,) ;5> a ¥:G — Aut(G)
€ _ 1
X > Ad, (X) = gXg g, (h)=ghg
ﬂdg()f) = %getxg 1‘;:1} = E: ad ZTeAd :TeG — End (TeG)

] Lie Group Co-Adjoint Representation XY ETG o ady (1) =[X.Y]

ed, published, transla

> the coadjoint representation of a Lie group Ad is the dual of the adjoint
: representation (gdeno’res the dual space to g ):

Vg eG,Y eq,F eg’, then (Ad;F,Y)=(F,Ad_.Y)

*

K=Ad;:(Adg_l) and K.(X)=—(ad, ) THALES

= we can all trust

Séminaire ARISTOTE - EDF
|87



I Coadijoint operator and Coadjoint Orbits (Kirillov Representation)

| Co-adjoint Orbits as Homogeneous Symplectic Manifold by KKS 2-form

* > A coadjoint orbit: O, = {Ad;F, ge G} subset of a”, F e’
carry a natural homogeneous symplectic structure by a closed G-invariant 2-form:

oo (K F Ky F)=Bc (X,Y)=(F,[X,Y]),X.Y eg

= » The coadjoint action on O is a Hamiltonian G-action with moment map Q — x

] Souriau Foundamental Theorem « Every symplectic manifold is a coadjoint
- orbit » is based on classification of symplectic homogeneous Lie group actions
by Souriau, Kostant and Kirillov o, (ad:X,ad.Y)= <|:,[x Y]>

O ={Ad;F,geG,Feg’} mmmm) xycoFecq

Coadjoint Orbit Homogeneous Symplectic Manifold
(action of Lie Group on dual Lie algebra) (@ smooth manifold with a closed
differential 2-form o, such that de=0,
where the Lie Group acts transitively)

To make statistics on Lie Groups, migrate on the symplectic

manifold generated by coadjoint orbits to capture symmetries



I Bedrock of Information Geomeitry

¢ o - gl
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I Information Geometry & Machine Learning : Legendre structure

+ D(8) Slopg

| Legendre Transform, Dual Potentials & Fisher Metric / p-120)_00-5(

2 S.I. Amari has proved that the Riemannian metric in an

exponential family is the Fisher information matrix . 0.
defined by: .
Classical Geometry Plicker Geometry
zq) [cu;yeis QIV(?? by TG) (_cur]vi{s ?1;16;1 b\; Thte )
a 0 confnuum oT poinTs envelop oTI1s Tangents
- — ,y
9, =- with ®(6) =—log [e”"*d A (1) =(0.1)~0(0)
8(9@9] ii R os oD(o
|
) with ﬂ:é) and %=n

» and the dual potential, the Shannon entropy, is given
by the Legendre transform:

o0D(0) and 0 — 0S(n)
o0, on,

S() =(6,17)- D) with 1, =

| 90 Séminaire ARISTOTE — EDF 21 Mai 2026 OPEN I I I A L E S



Fisher Metric and Koszul 2 form on sharp convex cones

2 J.L. Koszul and E. Vinberg have introduced an affinely invariant Hessian metric on
a sharp convex cone through its characteristic function

®,(0)=-log j e‘<6'y>dy =—logy,(8) with 8 € Q) sharp convex cone

W, (0) = j e‘<9’y>dy with Koszul-Vinberg Characteristic function

> 1st Koszul form a: o = d(DQ(Q) =—d log WQ(H)

> 27d Koszul form y: ¥ = Da = Dd logy, () Jean-Louis Koszul
(Ddlogya () @)= ?u){ JF@as] G(s)de—( J F(:).G(f)dg“” Lo with F)=e* and 6(©)=¢ =" (ug)
Q Q Q Q _<§,9>
. e
> Diffeomorphism: n=a =-dlogy,(0) = I Ep,(£)dE with p, (&) =———
J‘ e <§’0>d§

> Legendre fransform: S, (17) = (6,m)— o, o (0) with n=d®,(0) and "0 =ds NG
g AT THALES



I Fisher Metric and Souriau 2-form: Lie Groups Thermodyamics

| Statistical Mechanics, Dual Potentials & Fisher Metric

2 In geometric statistical mechanics, J.M. Souriau has developed a “Lie groups
thermodynamics” of dynamical systems where the (maximum entropy) Gibbs
density is covariant with respect to the action of the Lie group. In the Souriqu

model, previous structures of information geometry are preserved:

l(ﬂ)*izﬂqz) with ®(f)=-log [e""Pd2 UM >
50N o 0B 3S(Q)
S(Q)=(£.Q)- () with Q= eq” and == g

» In the Souriau Lie groups thermodynamics model, g is a "geometric” (Planck)

Jean-Marie Souriau

temperature, element of Lie algebra g of the group, and Q is a “geometric”

heat, element of dual Lie algebra g~ of the group.

| 92 Séminaire ARISTOTE — EDF 21 Mai 2026
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Fisher-Souriau Metric as a non-null Cohomology extension of KKS 2
form (Kirillov-Kostant-Souriau 2 form)

Souriau-Fisher Metric I(ﬁ):[gﬂ} with gﬂ([ﬂ,zl],[,g,zz])=(:)ﬂ(Zl,[,B,zz])
with ©,(Z,,2,)=6(2,,2,)+(Q.[2,,2,] )

Non-null cohomology: aditional term from Souriau Cocycle Equivariant KKS 2 form

(:)(X,Y):J[X,Y]—{JX,JY} with J(x):M — g suchthatJ, (X)=(J(x),X), X eg

O(X,Y):axg —>N with @(X)=T,0(X(e)) 0(8.2)+(Q,[5.2] )=0
X,Y = (O(X),Y) pekKer®,
Souriau Fundamental Q(Adg(,B)):Ad;(Q)+6?(g)

... Equation of Lie Group Thermodynamics

93 " THALES



Fundamental Souriau Theorem

G

Lie Group Lie Algebra

-
-
-

Dual Lie Algebra !
R /
IB . (Planck) température Ad/g Q

element of Lie algebra

: , f | * * *
Q ; Heat element of dug Q  Q =Q(Ad, (8))=Ad; (Q)+6(g)
g4 CneresRmoEtr e THALES



Souriau-Fisher Metric & Souriau Lie Groups Thermodynamics:
Bedrock for Lie Group Machine Learning

TEMPERATURE HEAT
In Lie Algebra G In Dual Lie Algebra
0,(5.2.}15.2,)=6,(z.[8.2,)>0

a Q Q9 a2 log J'e—<ﬂ,U(§)>dl
M

Gibbs canonical
ensemble 52

A, (8) A @+0(8) 1B =1(Ady(9)=— =

p : Q
Entropy invariant under the
S(Q)=<,3,Q>_q)(,3) action of the group

s(Q)=(5.Q)— @(8)=(0(Q).Q) - ®(©@*(Q))

Logarithm of Partition Function _1
(Massieu Characteristic Function) 0o =Ly A=0(Qexn

195 oF THALES



Gallileo Group & Algebra & V. Bargman Central extensions

X'=RX+Ut+wW X R U4 w| X
t'=t+e t'"|=|0 1 et
X4 and weR?*eer* 1] [O O 1])1]
R € SO(3) o n y _ _ 3 .
R R
_ " 0 0 = 7Z and yea ,Sf ;
R U 0 w O 0 O @< S0(3): X > adxX
0 1 0 e - B
Ja
—U'R e 1 f
96 |0 0 0 1] THALES




Souriau Gibbs states for Hamiltonian actions of subgroups of the
Galilean group

> Souriau Result: Action of the full Galilean group on the space of motions of an
isolated mechanical system is not related to any Equilibrium Gibls state (the
open subset of the Lie algebra, associated to this Gibbs state, is empty)

» The 1-parameter subgroup of the Galilean group generated by g element of Lie
Algebra, is the set of matrices

Ax) b(z) d(2) A(r) = exp(4()) and b(7) {Ej—,'(j(as))”]&
exp(zf8)=| O 1  ze | with { '

0 0 1 0= (35 @) 5o 5 (@) J

i@ a o ‘
=] 0 1 ¢leq
0 0 0



Souriau Thermodynamics of butter churn (device used to conver’r
cream into butter) or “La Thermodynamique de la crémiere”

> B o~ — S _ “The angular momentum is imparted to the gas when
o=k, ,a=0and §=0 the molecules collide with the rotating walls, which
changes the Maxwell distribution at every point, shifting

Rotation speed : Q its origin. The walls play the role of an angular
&

momentum reservoir. Their motion is characterized by a

certain angular velocity, and the angular velocities of
_ " w2 the fluid and of the walls become equal at equilibrium,

fi (r. ) =—— Hez X riO H exactly like the equalization of the temperature

2

10

through energy exchanges'. — Roger Balian

with A =|g€, xF,| distance to axis z

2

1 1 _ m (o) .,

A f)=——=expl—(J,, cst.exp| ————||p; A
AP~ 57700l (3, 8)-cstenp) ~ i+ ()

2 the behaviour of a gas made of point particles of various o
masses in a centrifuge rotating at a constant angular velocity —
(the heavier particles concentrate farther from the rotation €
axis than the lighter ones)

- ;.- s e
98 Séminaire ARISTOTE — EDF 21 Mai 2026 OPEN I H A L E S




I Link with Classical Thermodynamics

| We have the reciprocal formula:

o s
o2 p=2
S(Q)=<g%),ﬁ>—<b CD(ﬂ)=<Q,%>—S

| For Classical Thermodynamics (Time translation only), we recover the
definition of Boltzmann-Clausius Entropy:

0S

ﬁ—_
3 8Q:>dS—ﬂ
1 r

T

| 99 Séminaire ARISTOTE — EDF 21 Mai 2026 OPEN I I I A L E S



Souriau Model of Covariant Gibbs Density

2 Souriau has then defined a Gibbs density that is covariant under the action of the

group: L eU@Es o U4

Paives (&) =€ = J'e_<u (5)'ﬂ>diw
M
with ®(B) =-log j e VOPq
M
(&e 9 d 4,
)Y _
Q=" - Ie*““”” o j U(&)p(£)d4,

> We can express the Giblbs density with respect to Q by inverting the relation

o aCD(ﬂﬂ) O(B) - Then Pems o () _ 00 (U©e(Q) with f=67(Q)
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Souriau Entropy Invariance

» We observe that Souriau Enfropy S Q defined on
coadjoint orbit of the group has a property of invariance .

5(Ad5(Q))=3(Q)
> with respect to Souriau affine definition of coadjoint action:
Ad;(Q) = Ad;(Q)+6(9)
> where g(qg) s called the Souriau cocyle.

ROTATION OF A RIGID BODY
IN QUANTUM MECHANICS

Q ( Adg (ﬁ)) = Adg (Q) +0 ( g ) Casimir Function in . /q\
Coadjoint Representation -
Invariant under the action

S(Q(Adg(ﬂ))):S(Q) of the Group

Séminaire ARISTOTE — EDF 21 Mai 2026 H'B'G' CqSimir' on the ROtation Of a Rigid BOdy in
102 Quantum Mechanics, Doctoral Thesis, Leiden, 1931.

Hendrik Casimir
(Thesis supervised by

Niels Bohr & Paul Ehrenfest)




Souriau Entropy and Casimir Invariant Function

0 0

» if we consider the heat expression , that we can write 50 —<Q,5IB> =0.

» For each ¢ tangent to the orbit, and S%Bgenero’red by an element Z of the Lie
algebra, if we consider the relation CI)(Adg(,B)) = CD(,B)—<6?(g_1),,B> , we
differentiate it at g =€ using the property that:

O(X,Y)=—(dO(X),Y) , X,Y eq
> we obtain : <Q,[ﬁ,Z]>+(:)(ﬁ,Z)=O -
> From last Souriau equation, if we use the identities f=—, ad,Z =[f,Z] and
6(5.2)=(0(p).2) *
> Then we can deduce that: adasQJF@[—j’Z =0, VZ
. Q
> So, Enfropy S(Q) should verify:

ad’;sQ+@(§j:o {S,H};(Q)=0 VH:g' >R, Qex
@ oQ

oS oH ~(0S oH
103 {S’H}é(Q)_<Q’L%’%}>+®[%'%j_0THI\LES



I Gromoyv question: Are there « entropies » associated to moment maps

| Bernoulli Lecture - What is Probability?

> 27 March 2018 - CIB - EPFL - Switzerland

» Lecturer: Mikhail Gromov

> https://bernoulli.epfl.ch/images/website/What is Probability v2(2).mp4

> http://forum.cs-dc.org/uploads/files/1525172771489-alternative-probabilities-2018.pdf

Fisher Metric. Recall {Archimedes,
287-212 BCE) the real moment map
from the unit sphere S™ ¢ R™*1 to
the probability simplex A" c R#*]
for
(20, ..con) = (po = 1(2, P = 22)
and observe following R, Fisher that
the spherical metrie (with constant
curvature +1) thus transported to
A% call it ds? on A", is equal, up
to a scalar multiple, to the Hessian
of the entropy
ent{pg.....Pn} = = i pilog pi.

Y
|‘|_04 ds® = ('(m.s'fw.
dpydp;

If, accordingly, we take the "in-
verse Hessian" - a kind of double
integral " [ [ ds®" for the definition

Question 2. Are there interest-
ing "entropies" associated to (real
and complex) moment maps of gen-
eral toric varieties? Is there a mean-

ingful concept of "generalised prob-
ability" grounded in positivity en-
countered in algebraic geometry?

OPEN

Tue

What is P%gbab

7 March

illty?

Misha

~ \ ¥ = -‘ -
GROMOY ¢ "15. X

cib.cpfl.cl
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https://bernoulli.epfl.ch/images/website/What_is_Probability_v2(2).mp4
http://forum.cs-dc.org/uploads/files/1525172771489-alternative-probabilities-2018.pdf

Entropy as Invariant Casimir Function in Coadjoint Representation

NEW GEOMETRIC DEFINITION OF ENTROPY

s HI@-(o]

e,

k
ej}zcijek

15:H}5(Q)=0

oS oH
Sl

, C; structure coefficients

Q

0S
WY

0

oS oH
oQ, Q;

s Hl@-(0] 2

oS oH
oQ " oQ

D ®(as oH
5Q " 6Q

j 0, VH:a >R, Qeqa

Séminaire ARISTOTE - EDF 21 Mai 2026
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O(X,Y)=1J

O(X
6(9)

[x.¥]

—{J,,J,} where J, (x)=(J(x), X)
Y)=(0(X),Y) with ©(X)=T,0(X(e))
=Q(Ad,(B))-Ad;(Q)
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Souriau Entropy and Casimir Invariant Function

sio-{of 5] () o)
o0 fom (0[5 )
om@={aaig)(o5) )

« oS | oH « 0S
VH’{S'H}@(Q)_<ad§gQ+®(8Qj’8Q>_O:>adaSQ+®(an_o
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Souriau Entropy and Casimir Invariant Function

> Souriau property: € Ker(:)ﬂ = <Q,[,8,Z]>+®

=(Q,ad,Z)+0(B,2)=0=>(ad;,Q,Z)+0(B,2)=0
s s : )\
Y] aQ:><ad§gQ Z>+®(8Q Zj <dséQ,Z>+<®(an,Z> 0
adaSQ+®(aSjZ =0,VZ
oQ oQ

oS
—=ad., Q+®( j 0
o 6Q
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Souriau relation on foliation

2 In his 1974 paper, Jean-Marie Souriau has written (without proof):

(Q[B.2])+6(8.2)=

> To prove this equation, we have to consider the parametrized curve
t— Ad f withZegandteR

exp(tZ)

> The parameterized curve Ad_ o(2) B passes, for t=0, through the point 3,
since Adex is the identical map of the Lie Algebra g . This curve is in the adjoint
orbit of g go by taking its derivative with respect to t, then for t =0, we obtain a
Tcmgen’r vectorin B at the adjoint orbit of this point. When Z takes all possible
valuesin &, the vectors thus obtained generate all the vector space tangent in S
to the orbit of this point:

ch)(Adexp tz ﬂ) do d (Ade"p(tz)ﬂ)

dt R AN “(Qad.)=(Q[2.7)

] 08 Séminaire ARISTOTE — EDF 21 Mai 2026 OPEN I H A I E S
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Souriau relation on foliation

> As we have seen before CD(Adg,B):CD(,B)—<6?(g‘1),ﬂ>. If we set g =exp(tZ),
we obtain: (Adexp . ,B):CD(,B)—<6?(exp(—tZ)),,B>

> By derivation with respectto t at t=0, we finally recover the equation given by
Souriau :

d®(Ad,,8)

- =(Q,[Z.8])=-(dO(-Z), B) with®(X,Y)=—(dO(X),Y)

t=0

109 THALES



Fundamental Equation of Geometric Thermodynamic: Entropy
Function is an Invariant Casimir Function in Coadjoint Representation

S'd >R oD . oS
: S(Q) =(8,0)-d(8), Q=22 v 5_BQ)
Q- S(Q) op oQ

New Definition of Entropy

Invariance of Entropy as Invariant Casimir Function in Coadjoint Representation
Under the action of the Group

Q(Ad, (8)) = Ad; (Q) +6(g) adng+®(—Qj:O

e s 01-(o] 3 28 o[ 2

O(X,Y)=(0(X),Y)= 1= {3x: 3y} =—(da(x),Y)
110 THALES




Lie Groups Thermodynamic Equations and its extension (1/3)

Q . Heat, element of dual Lie Algebra IB . (Planck) température element of Lie algebra

Q(Ad,(B))=Ad;(Q)+6(9)

(ol : Souriau Cocyle
@ : Massieu Characteristic Function (g)

J : Souriau Moment Map

BIEE0 je‘w’”?)?dz J:M >q
S :Entropy Legendre Transform
S(Q=(8.Q)-(p) with Q=" ey’ and p=2 e

2
| : Fisher Information Metric 8 (D

1(3) = —
11 #) IB THALES




Lie Groups Thermodynamic Equations and its extension (2/3)

Entropy Invariance under the action of the Group ! Entropy Solution of Casimir Equation
#
S(Ad!(Q))=5(Q) 0S
d%Q+® =0
oQ
Souriau cocycle 8r‘

Ad; (Q) = Ad,(Q)+6(9)
Souriau characteristic of the foliation ®(X ) = Tee( X (e))

(Q[5.2])+6(p.2)=0 0(9)=Q(Ad,(8))-Ad,(Q)

oS oH ~( 0S oH
Entropy & Poisson Bracket {S, H }@ (Q) = <Q, |7(’9() : L;}Q }> -+ @(aQ : aQ j —

@(X’Y):<®(X)’Y>:J[x,v] _{‘Jx"]v} :—<d¢9(X),Y> THALES
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Lie Groups Thermodynamic Equations and its extension (3/3)

ey e & [:Q/ﬂ

Metric Tensor related to Fisher Metric
o[ 8- (Qﬂj@{Qﬂ>

Time Evolution of Heat
wrt fo Hamiltonian H

Stochastic dQ +
Equation

113

ad,, Q+06
Q

dQ

%

dt

oH
aQ

)

2nd principle is related dS
to positivity of Fisher
tensor dt

aQ

dt+ZN:

_adaHQ+(~)[Zgj

adaHQ+®
Q

3 \
& [6H S

%

oH,
aQ

0Q Q

j odW, (t)=0
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EULER-POINCARE EQUATION

... INTHERMODYNAMICS

d dT dT
di dn. = Zﬁ‘s&fﬁﬂ&-l-ﬂx-

SEANCE DU LUNDI 18 FEVRIER 1901,

PRESIDENCE DE M. FOUQUE.

i Henri POINCARE
Q ( Adg (ﬂ )) = Ad; (Q) + 9 ( g ) C.R. Acad. Sci. Pari:e;;:nzoér;:;;ﬁ 7,369-371(1901) Q c Q* . Geometric Heat

MEMOIRES ET COMMUNICATIONS - 1
S (Q) = <ﬂ, Q> = (D(ﬂ) DES MEMBRES ET DES GORRESPONDANTS DE L'ACADEMIE, IB € g - Geometrlc PIaan Temperature
MECANIQUE RATIONNELLE. —TSTr ure forme muvei{eﬁdes équations M Ssieu Potenti al
— a® (ﬂ) — m « Ayant eu ﬁ:czgf:;q::o::ui::::. nl:::[::::;: (ic rotation d’un @ (ﬂ) g % R a

corps solide creux, dont la cavité est remplie de liquide, j'ai été condait

(E4] n &
aﬂ aQ a metlre les équations générales de la Mécanique sous une forme que je S (Q) . g 9 R Entropy
crois nouvelle et qu'il peut &tre intéressant de faire connaitre,
aQ . OH
=d +

lo)d oo _ .. o0 foH {S,H}_(Q)=0

Symplectic Foliation (generated by
https://www.esi.ac.at/events/t2213/ Coadjoint Orbits via moment map)

0S dt a_ - a @ a_ * @ % Entropy = Casimir Function on
ad;‘SQ+®£%]=O ,B oQ ,B



https://www.esi.ac.at/events/t2213/

Euler-Poincaré Equation in case of Non-Null Cohomology

« Ayant eu I'occasion de m’occuper du mouvement de rotation d’un corps solide
creux, dont la cavité est remplie de liquide, j’ai été conduit a mettre les équations

générales de la mécanique sous une forme que je crois nouvelle et qu’il peut
étre intéressant de faire connaitre » - Henri Poincaré, CRAS, 18 Février 1901

SEANCE DU LUNDI 18 FEVRIER 1901,
PRESIDENGE DE M. FOUQUE.

MEMOIRES ET COMMUNICATIONS
DES MEMBRES ET DES CORRESPONDANTS DE L'ACADEMIE,

MECANIQUE RATIONNELLE. — Sur une forme nouvelle des éguations
de la Mécanigue. Nole de M. H. Poixcang.

« Ayant eu l'occasion de m’oceuper du monvement de folaL[on d'un
corps solide creux, dont la cavité est remplie de liquide, j'ai été conduit
4 mettre les équations générales de la Mécanique sous une forme que je
crois nouvelle et qu’il peut &ire intéressant de faire connaitre,

+0.
j d dT dT
Zi dn. = Zfsﬁia—_'ﬂ.ri—ﬂs-

« Elles sont surtout intéressantes dans le cas ou U étant nul, T ne dépend que

de Saxcé, G. Euler-Poincaré equation for Lie groups with D -
des 5 » - Henri Poincaré

non null symplectic cohomology. Application to the
mechanics. In GSI 2019. LNCS; Nielsen, F., Barbaresco,

F., Eds.; Springer: Berlin, Germany, 2019; Volume 11712 opEN T H A L E S



I Koszul Poisson Cohomology and Entropy Characterization

| Poisson Cohomology was infroduced by A. Lichnerowicz and J.L. Koszul.

| Koszul Cohomology and seminal work of Elie Cartan. Koszul made
reference to seminal E. Cartan paper

» “Elie Cartan does not explicitly mention A(g’) [the complex of alternate forms on
a Lie algebra], because he treats groups as symmetrical spaces and is therefore
interested in differential forms which are invariant to both by the translations to the
left and the translations to the right, which corresponds to the elements of A(g’)
invariant by the prolongation of the coadjoint representation. Nevertheless, it can
be said that by 1929 an essential piece of the cohomological theory of Lie
algebras was in place.” — Jean-Louis Koszul

| ] ]6 Séminaire ARISTOTE — EDF 21 Mai 2026 OPEN I I I A L E S



Koszul Poisson Cohomology and Entropy Characterization

> Y. Vorob'ev and M.V. Karasev have suggested cohomology classification in terms
of closed forms and de Rham Cohomology of coadjoint orbits €2 (called Euler
orbits by authors), symplectic leaves of a Poisson manifold N .

> Let Z¥(Q) and H*(Q) be the space of closed k-forms on Q and their de
Rham cohomology classes.

» Considering the base of the fibration of N by these orbits as N/Q , they have
intfroduced the smooth mapping

zX[Q]=C"(N/Q—Z*(Q))and H*[Q]=C"(N/Q—H"(Q))
> The elements of Z* (Q) are closed forms on €2 , depending on coordinates onN/Q

> Then H°[Q]=Casim(N) is the set of Casimir functions on N, of functions which
are constant on all Euler orbits.

» Entropy is then characterized by zero-dimensional de Rham Cohomology.

» The center of Poisson algebra induced from the symplectic structure is the zero-
dimensional de Rham cohomology group, the Casimir functions.

] _|7 Séminaire ARISTOTE — EDF 21 Mai 2026 OPEN T I I A I E S



Poincaré Unit Disk and SU(1,1) Lie Group

> The group of complex unimodular pseudo-unitary matrices SU (]_, ]_):

G =SU(L)= {(s :*j/|a|2 “bf =1 abe C}

> the Lie algebra @ = 81 (1 1) is given by:

_'r
g:{( I* j/reRneC
n Ir

with the following bases (Ul,uz,u3 eq :

1(0 —I 1({0 1 1(-1 O
u]_:_ _ ,u2:— ’u3:— ]
2(1 0 2(1 0 2\ 0 1

with the commutation relation:

[Ua U ] =0, U ] = U1 | = 0, THALES
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Poincaré Unit Disk and SU(1,1) Lie Group

» Dual base on dual Lie algebra is named
(ur,u3,uy) ea

» The dual vector space g* =gu (l, 1) can be identified with the subspace of
g[(2,C) of the form:

. Z X+1y 0 1 0 I 1 0
q = : = X +V] . +2 IX,y,2€eR
—X+1ly -z -1 0 1 O 0 -1

> Coadjoint action of g € G on duadl Lie algebra f c g* is written gf

119 THALES



Coadjoint Orbit of SU(1,1) and Souriau Moment Map

J(z2)=r

t .
Z+17

*

7—7

() ()

*

U, +

S
1+|z|2 .

cO(ru;),zeD

(1_|Z|2)us/

> J islinked to the natural action of (5 on D (by fractional linear transforms) but

also the coad

joint action of (G on O(ru;) =G/K

-1
> J could be interpreted as the stereographic projection from the two-sphere

S?onto CU 0 :

The coadjoint action of

G=SU (1, 1) is the upper

sheet X3 > (0 of the

two-sheet hyperboloid

3
Ut * .02 L2 u2 L2
0 & = XU + XUy + XUy 1 =X = X +XE =17}

Charles-Michel Marle, Projection
stéreographique et moments, hal-
02157930, version 1, Juin 2019
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Moment Map for SU(1,1)

> The associated moment map J : D — su”(1,1) defined by J(z).u, =J.(z,2"), maps
D into a coadjoint orbitin su” (1,1) .
2> Then, we can write the moment map as a matrix element of su”(1,1) :

_ A Y+, (z, 2\ _ Z+7 .  I1-7 . l+|z|2 .
@) =3,(2.2")u; +3,(z.2)u; + 3, (2.2 )u;  30) r[(lZz)u1+i(l22)u2+(122)u3},26D

j *

1+‘Z Z

2 ‘ 2

1-|7| 1-|z ) . 2 x+iy) (0 1) (0 i) (1 0O
somr N R L R

yi 1+‘Z‘

1-|z

‘2

1-|z

‘ 2

121 THALES



Poisson Bracket for SU(1,1)

> Since the unit disk is Kahlerian, it is symplectic and so can be given a phase space
structure and interpretation. This Poisson Bracket cguld be written in terms of the

Poincare disk coordinates as: (1—|Z|2) (af 89 B of 89 j

{ f 1 g} — - * *
2l 0Z07Z 07 oz
> It is possible to define new coagrdinates (q, p) that are canonical in the sense that:
of og of og )| . | , q-+ip Z
= — with coordinates given by: —

f,gt=
9= e 2 -

> The Metriplectic equation is then given by:

o (1-f2f ) (81‘ oH o oH

—=!f H f H)= . _ f H
ot { }+( ) 21 07 07 01 azj+( )

122 THALES




Souriau Lie Groups Thermodynamics Model for SU(1,1) and Unit Disk

*\ * %\ % £\ % Dissipative flow
IO-L(E T 2L -
2 -
L, 2 = T (f,H)
ot

*

1—\2\2 1—\2\2

J(2)=p ) - / Symplectic Leaves =
5 2 _1+‘Z‘ I Level sets of Entropy
-z 1| 2

2-3-=p

, 2 p

Ju, +J,u, +J,u; esu (1,1)

e o) w_(Oi e
o <) P lio0)

Non Dissipative flow ’

4

Entropy = Invariant
Casimir Function

Unit Disk as Symplectic Manifold
D={zeC/|7<1]

(along the symplectic §

leaves) i _Zir dz/\dz

2 | = Ll

@_{f H}_(l—\Z\Z) (8f oH  of aH) (1_‘2‘2)
ot 2 \ezar o oz )| THALES




Souriau Gibbs density for SU(1,1)

2 We can the write the covariant Gibbs density in the unit disk given by moment map
of the Lie group SU (1,1) and geometric temperature inits Lie algebra fe A, :

3(2).8) "
e _ . dzAadz
Daine. (2) = with dA(z) =2ir———
o 2) = 107420 (212}
D
1+|z|2 27
() () e
ATt ’[ﬂ* J
p (Z) ) e_<r(25bb+_ﬂ(3bb+),),ﬂ> e (l—|z|2) (1—|z|2)
Gibbs J‘e_<3(z),ﬂ>d A(2) Ie_<J(Z)’ﬂ>d A(2)
D D
- 1 1 1
J(z):r(2Mbb+—Tr(Mbb+)|) with M :LO }and b= 2{ Z}
B 0 1-|7 THALES



27

(+-2F) (-l [ n]

27 12 [\ i

(+-2f) (12
Ie_<J(z)’ﬂ>d A(2)

Souriau Gibbs density

e

Paibbs ( Z) =

> To write the Gibbs density with respect to its statistical moments, we have to

express the density with respect to  Q =E[J(z)] ir 7 A
= - . (-~
» Then, we have tfo invert the relo’rig(rf) Ebegween Q and B, toreplace n —r /
oy f=07(Q)es where 9= 2)_ O(p)eg with ®(B)=-log[e"dA(2)

deduce from Legendre tranform. f?ﬁe mean moment map is given by: P

1+‘W‘2 _2W
Q=E[J(2)]=E|p (l_‘w‘ ) (l_‘w‘ 2) where we D
2w 1+ |w|
125 () () ) THALES
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DISSIPATION CONCEPT INTRODUCTION BY LORD KELVIN

| The concept of dissipation was introduced in the field of thermodynamics by Lord Kelvin (William Thomson) in
1852. Lord Kelvin deduced that irreversible dissipative processes will occur unless a process is governed by a
"perfect thermodynamic engine". The processes that Lord Kelvin identified were friction, diffusion, conduction
of heat and the absorption of light.

W. Thomson, On the universal tendency in nature to the dissipation of mechanical energy, Philosophical Magazine,
Ser. 4, p. 304 (1852) >

Mechanical Dissipation

4 I VHE ohject of the present communication is to eall attention
to the remarkable consequences which follow from Carnot’s
proposition, that there is an absolute waste of mechanical energy

I. When heat is ereated by a reversible process (so that the
mechanical energy thus spent may be resfored to its primitive
condition), there 15 also a transference from a eold body to a hot
body of a quantity of heat bearing to the quantity created a defi-

Viscous Friction (Fluid Mechanics)
Solid Friction (Dry or Coulomb Friction)

Plastic Deformation

avatlable to man when heat is allowed to pass from one body to ™ = ¥ )

another at a lower temperature, by any means not fulfilling his mt’flpm‘%“:':o;c::mdmEgnb?:ht;ﬁpemtu;%l: 'Pthe t::}(::fﬁ?;
3 ] 13 H o R . -

criterion of a * perfect thermo-dynamic engine,” established, on Fistion), thare ia s }.w; Hon of e BRIy : enermoe, and a full

a new foundation, in the dynamical theory of heat. As it is o 0 “ e primitive condition is mpossible.

T e it eeathaonl oap o e o et UL Whon heat is diffused by condueticn, there i a disspation
¥ of mechanical energy.

a ¥ h d perfect restoration is impossible.
cannot be annihilation, but must be some transformation of B, A Aol L .
on t. To explain i:hu nature of this transformation, it i IV. When radiant heat or lieht iz absorbed. otherwise than in

convenient, in the first place, to divide siores of mechanical :;E:?‘;io:’m? Enaﬁrlwme?;tax;?:;a:gﬁr;?mu :;s‘ibyl:nan of me-
energy into two el statical and d ical. A quantity of B 8Y P! P "

weights at a height, ready to descend and do work when wanted,
an electrified body, a quantity of fuel, contain stores of mechani-
cal energy of the statical kind, Masses of matter in motion, a
volume of space through which undulations of light or radiant
heat are passing, a body having thermal motions among its
particles (that is, not infinitely cold), contain stores of mechani-
cal energy of the dynamical kind.

The following propositions are laid down regarding the dissi-
pation of mechanical energy from a given store, and the resfora-
tion of it to its primitive condition. They are necessary conse-
quences of the axiom, “1It is tmpossible, by means of manimate
material ageney, {o derive mechanical effect from any portion of
matter by cooling it below the lemperaiure of ihe coldest of the
surrounding ohjects”’ (Dynam. Th. of Heat, § 12.)

| ] 27 Séminaire ARISTOTE — EDF 21 Mai 2026

Acoustic Damping (due to viscosity or thermal conduction)

> Electromagnetic Dissipation

Ohmic or Joule Heating

Eddy Current Losses (Induced currentsin conductive materials)

Dielectric Losses (imperfect polarization)
Radiation Damping (accelerating charges emit radiation)

> Thermal Dissipation

Heat Conduction

Thermal Diffusion (Soret Effect)

> Diffusion and Transport Processes

Mass Diffusion (molecular motion)
Viscous Diffusion
Electrical Conduction

> Relaxation Phenomena

ES

Magnetic relaxation (spin-lattice relaxation)



METRIPLECTIC FRAMEWORK FOR DISSIPATIVE HEAT EQUATION

> Systems that preserve energy throughout the phase are characterized by an
Hamiltonian formulation of dynamics.

» Classical Hamiltonian systems cannot take into account dissipative effects, as
ireversible changes from a thermodynamic standpoint (dissipative dynamics that
do not preserve energy).

2 A. N. Kaufman and P.J. Morrison have infroduced in 1983, the metriplectic
bracket by infroducing a bracket formalism that ensures both conservation of
energy and non-decrease of entropy, and that reduces to the standard Poisson
bracket formalism in the limit of no dissipation.

2 This model has been axiomatized in parallel by Grmela and his collaborators
(GENERIC method: General Equation for Non-Equilibrium Reversible Irreversible
Coupling).
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METRIPLECTIC FRAMEWORK FOR DISSIPATIVE HEAT EQUATION

> Dissipation could take two forms:

- viscosity removes energy from the system (e.g. Navier-Stokes equation)

- thermal diffusion with conservation of energy and entropy production by heat
transfer (e.g. Boltzmann operator, Transport equations with collision operators,...).
2 Metriplectic dynamics includes these kind of systems compliant both with the first
and second thermodynamics principles.

> In the metriplectic formalism, evolution equation is given by a new bracket: {{, }}

df
E:{{f,F}}:{f,FH(f,F)
Non-Dissipative Bracket Dissipative Bracket
(Poisson Bracket) (Metric Flow Bracket)
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METRIPLECTIC FRAMEWORK FOR DISSIPATIVE HEAT EQUATION

R =R (1F)
2> Hamiltonian components is infroduced by requiring:
F=H+S

2> The 2nd bracket has 2 constraints :

(f,F)=(F,f) and (f,f)=0

> with the entropy S selected from the set of Casimir invariants of the non-
canonical Poisson bracket, playing the role of a Lyapunov functional.

> A metriplectic vector field induced by Fis given by the dynamics:

%:\]i_a_F_FMi_a_F
dt "oz, ' 0z,
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Metriplectic Model Compliance to Thermodynamics Principles

> First principle: Energy conservation

F=H+S
Z—T:{H,FH(H,F):{H,H}+{H,S}+(H,H)+(H,S):O

({H,H} =0 by symmetry
because {{f,S} =0, Vf
(H,f)=0, vf

131 THALES



Metriplectic Model Compliance to Thermodynamics Principles

2 Second principle: Entropy production

< (SFJ+(SF)=0+(S,H)+(5,5)=(5,5)20

(S, f1=0, vf (Casimir property)
because {(f,H)=0, Vf

positive semi-definite = (S,5)>0

2 The choice of thermal equilibrium is induced by selecting Entropy as Casimir
invariant function.
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Metriplectic Model and Casimir invariants

2 Finally in meftriplectic systems, the geometry is determined by two compatible
brackets, a Poisson bracket and a symmetric bracket:

df

(R =)+ (19)

» The energy H is a Casimir invariant of the dissipative bracket, and the entropy S
is a Casimir invariant of the Poisson bracket:

{S;H}=0 VH
(H,S)=0 VS
g e e oo THALES



I Metriplectic Flow on Symplectic Foliation & Transverse Metric Foliation

~ Foliation Leaves = Foliation Leaves =
¢ Level Sets of Energy Level Sets of Entropy

| METRIC FOLIATION J 13 SYMPLECTIC FOLIATION

1st Principle of
Thermodynamics
Preservation of Energy

METRIPLECTIC FLOW
OF (F HY+(F,S)

dt Non-dissipative Dissipative
Entropy = Constant Energy = Constant

2nd Principle of

Thermodynamics
Entropy Production

%4

3 Symplectic Leaf

Level Set of Entropy

dF
dt
3+ Metric Leaf

Level Set of Energy

=(F.S)

{F,S}=0 VF:S Entropy Casimir Function for {.,.}
(F,H)=0 VF:H Energy Casimir Function for (.,.)

Thermodynamics-Informed Neural Networks

dZGT dznet 2 oS 2
— +

dt  dt |, az,

Adeg — L

A=t szm(/mgataﬂxgeg) A% =

batch n=0
[1a

2
‘ oH
oz, |,

2



I SINN & MINN: Symplectic-Informed NN & Metriplectic-Informed NN

. | Symplectic Integrator | Metriplectic Integrator

» Capture of symmetries (Geometry-Informed) » Capture 1st principle (Energy

> Capture Noether Invariants via Souriau’s preservation, Moment map)

Moment Map as Energy, Angular » Capture 2"9 principle (Entropy
Momentum (Physics-Informed) Production)

& _{F 1) T _(F.HI+(F.5)

dt dt
*) The fi lution of Hamilton's equations
(*) | e |maeHevo Uql S | quati F=-—H + S
———  =— £V Vst i 1 .
&9 ap (*) 15 principle: Preservation of Energy
is a symplectomorphism, meaning that it conserves dH —0
the symplectic 2-form dp A dQ . A numericall dt
scheme is a symplectic integrator if it also conserves 4 D :
this 2-form and equation are reduce to: QLSPrlnmpIe Enfropy production
Zz=(p,q)=2=4z,H(z
(p.a)=2={z,H(2)| 5o THALES
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I Symplectic potentials and Guillemin Metric

> We consider Action-Angle coordinates: @ = dx' A dH
» We also consider Moment Map ,U-M —> 0 where>£ Xl’ e x" ) are coordinates
on I given by X' :<Xi"> Where(x X

) is a base of vectors field oé
group action: dx' = —| ‘@ - We can select angular coordinates such that X

a6,

» Symplectic coordinates ond complex structure: Consider a complexe s’rruc’rure J

Jd<' =Gde, and Jd6, =-G,dx! where G, =(G)"

» We can then deduce the metric:

g =G,dx'dx’ +G'dgdg, where (G;) is symetric positive definite

> We con m%@ appear a symplechc potential:

dJdg =—-—2>Ldx* Adx’ of type (1,1)
oxoG. oG, o°u
dJdg =0= —=—5,3u convex, G;, = —— =1,
| x'ox!

OX OX




I Transversally oriented foliation & the Godbillon-Vey characteristic class

. | GODBILLON-VEY CLASSES OF SYMPLECTIC FOLIATIONS by Kentaro Mikami

» Each transversally oriented foliation has the Godbillon-Vey characteristic class, and
regular Poisson structures define symplectic foliations.

> K. Mikami has given a new interpretation and the explicit formula for a
representative of the Godbillon-Vey characteristic classes of symplectic foliations in
the context of Poisson geometry.

» For each transversely oriented foliation, we have the famous Godbillon-Vey
characteristic class. When the symplectic foliations of regular Poisson structures are
transversely oriented, they have the Godbillon-Vey characteristic classes. K. Mikami
has given a formula defining their Godbillon-Vey classes in tferms of Poisson structure.

2 Transversely oriented foliations have secondary characteristic classes which are
called the Godbillon-Vey class.

- Reference: J.-L. Koszul, Crochet de Schouten-Nijenhuis et cohomologie, in ‘Elie Cartan et
les Mathématiques d’aujourd’hui’, 257-271; Société Math. de France, Astérisque, hors

série, 1985. THALES
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METRIPLECTIC MODEL

138

2 In coordinate realization, with a coordinate chor’r(Zi ) the Poisson bivector is
represented by a set of coefficient function determining the Poisson bracket:

(fhy=g TN _ 02 _, o0
oz, oz;  dt 0z,
> For Lie-Poisson structure defined on the dual of a finite dimensional Lie algebraq,
we can intfroduce structure constants with an N dimensional Lie algebra
admitting a basis {el, o €y } ; [ei : ej :| = ci‘;ek (with summation convention
over the repeated indices).
2 The Lie-Poisson dynamics is given by:

dz oh
J.. —c Z, :>——c Z, —

Séminaire ARISTOTE — EDF 21 Mai 2026 OPEN I H A I E S
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METRIPLECTIC MODEL

» The double bracket is given by:

of oh of of
fM=>J3J ——=>clclzz ——
(:h) Z,: "V oz 0z, SV oz o

2 with the metriplectic dynamics :

dz.
d_tj :ci'}zk S—h+2c.k.cr.z Z on
Z .
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METRIPLECTIC MODEL

> Sato observed that the canonical form of the symmetric dissipative part of the metriplectic bracket
is identified in terms of a ‘canonical metric tensor’ corresponding to an Euclidean metric tensor on
the symplectic leaves foliated by the Casimir invariants.

> It makes the link with Symplectic model of Lie groups Thermodynamics. A single generating Massieu
function CD = . d> — S is sufficient to generate the dynamics by the action of the
metriplectic bracket:
dF 4
G [P0} =(F.QJ+(F.5)= " {F.0}~(F.0)
{F,S}=0 and (F,Q)=0 A Single Generating Function
H =W +0 | Generates the Metiiplectic Dynamics:

Francois Massieu
Characteristic Function

Séminaire ARISTOTE - EDF 21 Mai 2026
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I Variational Principles of Thermodynamics

| Variational Principles
» D’Alembert’s variational principles and Gauss' principle of the least constraint, which are
differential principles
» Maupertuis' principle of the least action and the Hamilton principle, which are integral
principles
| Thermodynamics can be embraced with variational principles
» ONSAGER’s principle of least dissipation of energy restricted to the particular case of heat
conduction in anisotropic contfinua

> ONSAGER & MACHLUP’s principle and TISZA & MANNING's principle of least dissipation of
energy extended for the case of adiabatically isolated, non-contfinuous systems.

» PRIGOGINE's principle of minimum production of entropy with ONO clarification of the
relation with least dissipation of energy.

» GLANSDORFF and PRIGOGINE's integrale principle when the conductivity coefficients are not
constant

| ] 4] Séminaire ARISTOTE — EDF 21 Mai 2026 OPEN I I I A L E S



COQUINOT NON-EQUILIBRIUM THERMODYNAMIC THEORY OF
DISSIPATIVE BRACKETS

» Coqguinot deduced that the dynamics of out-of-equilibrium thermodynamics on
the phase space can be expressed with a symmetric bracket for any two
functionals f and g :

iy g e Ry P
Ty (94.(Y) 0¢ 5 (Y)
» Coquinot has observed that this equation is a pure geometric object,

independent of the basis é’ , where the functional derivatives can be seen as
functional groilen’rs:land poth func’nonol gradients are contracted thanks to the
a

pseudometric nd where the bracket is symmetric thanks to the Onsager-
Casimir relations.

» As previously, has been demonstrated that:
80‘(X t) oo (x,1) S (t)
j v L, (y,t)V

o¢, (y,1) 0¢ ,(y,1)
gg S " THALES

d3y:Y(O',S)




COQUINOT NON-EQUILIBRIUM THERMODYNAMIC THEORY OF
DISSIPATIVE BRACKETS

- » Baptiste Coquinot proves a formal equivalence between the

: classical out-of-equilibrium thermodynamics and a subclass of
metriplectic dynamical systems, showing that the pseudometric
nature of the dissipative bracket, usually an ad hoc hypothesis, is
the exact transcription of the well-known second law of
thermodynamics and Onsager’s relations through this equivalence.

ed

in whol

rights reserv

any way,

of THALES - © 2021 THALES. Al

» Coquinot’s construction shows that the dissipative brackets are
completely natural for non-equilibrium thermodynamics, just as
Poisson brackets are natural for Haomiltonian dynamics, deriving a
general dissipative bracket, for the first time, from basic
thermodynamic first principles.

ent

ed, adapted, published, translated, in

without the prior written cons:

» Baptiste Coquinot has considered the role of entropy, a Casimir
invariant, as counterpart to the role of the Hamiltonian in analytical
mechanics, the non-negativity of the pseudometric ensures the
entropy growth, as given by the second law of thermodynamics.

Baptiste Coquinot, Philip J. Morrison, A General Metriplectic Framework With Application To THALES
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Foliation

> André Haefliger passed away 7th March 2023 : Haefliger, A.: Naissance des feuilletages
d’Ehresmann-Reeb a Novikov. Journal 2(5), 99-110 (2016)

> G. REEB, Sur certaines propriétés topologiques des variétés feuilletées (These), Hermann 1952.
supervised by Charles Ehresmann

> " Sur une durée de quarante années I'immeuble s’est édifié; des centaines d’ouvriers ont ceuvreé.
L’édifice n’est pas achevé, mais on peut visiter. Oui, visiter est le mot” - Georges REEB

Georges Henri Reeb

Charles Ehresmann

Sergei Petrovich Novikov ndre aefliger
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Structures fevilletées — Georges Henri REEB

Motivations for Folations Studies

G. Reeb, Structures fevilletées, Differential Topology, Foliations and Gelfand-Fuks cohomology, R|o
de Janeiro. 1976, Springer Lecture Notes in Math. 652 (1978), 104-113. ' |

STRUCTURES FEUILLETEES

Pourquoi les a-t-on étudiées, Comment les a-t-on étudides. Est-il

"prentable" de continuer ces investigations ?

Orbites coadjointes (action d’un groupe sur le Thermodynamiques et
dual de I'algébre de Lie) formes de Pfaff

fg : La théorie des actions de groupes de Lie (théorie bien plus :i La thermodynamique a habitué de longue date la physique ma-

N ancienne que celle des feuilletages) conduit souvent & consi- thématique [cf. DUHEM P.] 2 la considération de formes de
dérer des feuilletages engendrés. De méme la théorie du Pfaff complétement intégrables : la chaleur élémentaire dQ
"repdre mobile" [CARTAN) ("duale" en un sens assez vague de [notation des thermodynamiciens] représentant la chaleur &1é-
la précédente) suggire des classes de feuilletages 2 structure mentaire cédée dans une modification infinitésimale réver-
transversale remarquable. sible est une telle forme compl2tement intégrable. Ce point

ne semble guére avoir été creusé depuis lors.

"Sur une durée de quarante années I'immeuble s’est édifié; des centaines
d’ouvriers ont ceuvré. L'édifice n’est pas achevé, mais on peut visiter. Oui,

visiter est le mot” - Georges REEB THALES




Georges REEB contribution to Analytical Mechanics
(in « CEuvres completes de Charles Ehresmann »)

l.a Géométrie Symplectique en liaison avec la Mécanique Analyti-
que, a pris un extension considérable ces trente dernieéres années ; ins-
pirés par les travaux de 5. Lie et E. Cartan, A. Lichnerowicz[27] ,
G. Reeb [44, 45], J.M. Souriau [4B], ainsi que F. QGallissot [8], ont été
les initiateurs de ce renouveau de la Mécanique Analytique.

> G. REEB, Propriétés topologiques des trajectoires des
systemes dynamiques, Mém. Acad. Se. Bruxelles 27 (1952).

» G. REEB, Varietés symplectiques, varietés presque-
complexes et systemes dynamiques, Comptes Rendus de
I’ Académie de Sciences, 235, (1952) 776-778

» G, REEB, Espaces de Finsler et espaces de Cartan, Coll. Int.
CNRS Géom. Diff. Strasbourg (1953), 35-40.

» G. REEB, Problemes relatifs aux variétés presque

symplectiques et systemes dynamiques, Convegno Inft.
147 rGeom: DiffVenise-Bologne-Pise (1953}, 104-113




Symplectic Leaves - ———— N

& fransverse Metric Leaves T N Ty
Leaf with P L s s e s e 3

PHYSICAL REVIEW E 91, (42138 (2013)

Essential equivalence of the general equation for the nonequilibrium reversible-irreversible
coupling (GENERIC) and steepest-entropy-ascent models of dissipation for nonequilibrium
thermodynamics

{5,A) = P(dS,dA)=dA|PYdS)| =0 YA e C™(M),

Alberto Montefusco and Francesco Consonni or. equivalently, Pl (d Sup) = 0. (160
Politecnivo di Milano, Via Ponzio 34/3, Milano, Iraly

[H.Al = D(dH.dA) = dA[D*(dH)] =0 YA e C¥(M),
or. equivalently. D} (d Ha) = 0. (61)

wiry

Gian Paolo Beretta”
Universita di Brescia, via Branze 38, Brescia, Ttaly
(Received 19 November 2014; published 28 April 2015)

> Inthe context of GENERIC dynamics, the degeneracy condition (60) implies . _ _ o
that symplectic leaves are at constant entropy (and the other distinguished ~ \Submanifold of M with constant values C_= Cla(t,)) /

. . . i, Time evolution: == Constant-S lines: ===~ Constant- £ lines: =+~ -
functionals of the Poisson bracket) while the degeneracy condition (61) — : -
implies that metric leaves are at constant energy (and the other b g o - TR . oo~ S
distinguished functionals of the dissipative bracket). ST A

L !
> Each frajectory is effectively constrained on a single metric leaf. Metro Leatwith! s %
. . . . E# H(a(t) 1 % % N4
> The relationship between metric leaves, where GENERIC dynamics (of an ' e % \ % 7
overall closed and isolated thermodynamic system) takes place, and e A 4 v
symplectic leaves, where purely Hamiltonian dynamics takes place. i \}__‘—4-«‘—'—'“'\"\'7"'/
. / e ~ .-
H H B o W s S b N
> Metric leaves are surfaces with constant energy, while the symplectic leaves |Metric Leaf with"--Ji'\_ \ i
are surfaces with constant entropy (because Hamiltonian dynamics is E=H(a(h)) § / &
reversible). -
A A R I S SR
> The intersection of symplectic leaves on a metric leaf produces isentropic ™
contours and the GENERIC non dissipative vector (for an overall closed and e

isolated thermodynamic system) is always contained in such an intersection.

Time evolution: e
\_ Constant-S lines; = «-«




Jean-Marie MORVAN

QUELGUES INVARIANTS TUPGLOGIFUES EN GEOMETRIE SYMPLECTIOUE W3

4. FEUILLETAGES TAGRANGIENS

) Introduction,

Ce paragraphe est consacré 4 I'dtude des varitiés symplectiques bi-
feuilletées. Dans [Da; ], P. Dazord a précisé un résultat de Weinstein | [We )

Tutorime [Da, ] — 8i F est un feuilleruge Lagrangien sans holongmie
infinitésimale d'ume varidtd symplectigue, oute fouille esi naturellement
munie d'une structire Riemannienne plate.

MNous vous proposons ici de montrer que 'existence de deux feuilletages
Lagrangicns transverses sur une variété symplectique permet de définic
un invariant géométrique local sur cette variété.

& Le thioréme.

THECREME 5. — Seit M une variéte sumplectique munie de deux feuillelages
Lagrangiens transverses. Alors M est canoniguement munie d'une connexion
linéaire sans torsion, telle gue les feuilles solent paralléles et plates.

On pourra comparer ¢e résultat avee I'étude, dans un cadre différent,
des structures parakiihlériennes de P. Liebermann (Thése Strasbourg, 1953).

REMARQUE. On peut verifier que la courbure de cette connexion est
l'obstruction 4 Texistence d'un symplectomorphisme local de M sur C°
envoyanl les deux ik sur les feuilletages « horizontaux et verti-
caux » de ©° (J. Breuneval; J. Elhadad. Non publig).

¢) Démonstration du théoréme,

Notons § X, Y ... | les vecteurs tangents au premier fevilletage #, .
MNotons 4 £, 5... | les vecteurs tangents au second feuillelage &,
Considérons sur M la connexion ¥ définie par

QVY. Z + &) = XY, &) — Y, [X.£D

VLY + o) = CH[X. L1 Y)

QIVY, Z+ ) =[5 Y]y

DUV, X + ) = S0 %) — Qi [€p]).
LemME 10, — Ley fenilles de &, et &, somt d courbure mulle.
Démeanstration

RIXYIZ = W7 — WE — Vg2 VK.Y, ZeT#H,

QRN YIZ T + &) = QR(X, YIZ, 2 VXY, ZTeT#F,

Ve TH;
RO Y)Z, £} = XOAWZ, £) + V2 [X. 2] : <

~ YOQIVZ &) — QIVZ [Y. &) — [X, YIQIZ & — Z. [[X.Y).ED=0
d'oll RIX. YIZ = 0.

Vol, XXXVIll, n* 4-1583,
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3ok LM MORVAR
On ferait de méme pour R{Z, pip = 0 Y& g, ue TF,,
Lmas 11, — Lew diseriburions TF, ot TF sont parallties relativement
4V,
Drmznstration. Il est clair que VXeT#;, YUeTM, YN e TH,
De méme, il ost clair que Wi e TF, VU e TM, Y5 e TF,,
Lemus 120 — ¥ et sans torsion,
Démpnstration
» VY — VX ~ LYLZ 45
= XOUY, £ - QUYL (X, ED- YN, DN, [Y, £
O Y] S =AY, £ =0
@ DV, u—V— [ il £+ 5=0  pour kes mémes rusons
o DVap VX~ [Xul 244
=X uh )-8 [ X1, 5 K ul Z+E)=0 YK Y,2=TF,,
Yi e T,
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Transverse Foliation Structures

[~Dazord, P., Molino, P. : T-
Structures poissonniennes
et fevilletages de
Libermann, Publications du
Département de
Mathématiques de Lyon,
fascicule 1B, « Séminaire
Sud-Rhodanien 1ére partigg
», chapitre Il , p. 69-89 4

(1988) Libermann

Foliation
and
Haefliger

I'-Structure,

Foliation
based on
Elie Cartan
Moving
Frame

*Fedida, E. : Sur la théorie \{
des feuilletages associée \§
au repére mobile : cas des
fevilletages de Lie. Lecture
Notes in Mathematics, vol
652. Springer (1978)

.
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*Sabourin, H. : Quelques \
aspects de la méthode des
orbites en théorie de Lie,

HDR spécialité
Mathématique, Université

de Poitiers, 15 Décembre

\ 2005

Hervé
Sabourin
Transverse
Poisson
Structure

N
Polar
Foliation,
Bifoliation
and
Bifibration

P Arutyunov, G., Elements of
Classical and Quantum
Integrable Systems,
Springer, (2019)
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I André Lichnerowicz, College de France

| Cours 1982-1983 - Etude systématique des rapports entre fevilletages et
variétés de Poisson | Etude de cohomologies d'algébres de Lie attachées
a une variété de contact

> hitps://www.college-de-france.fr/sites/default/files/media/document/2023-
05/1982-1983 lichnerowicz.pdf

Soit (M, F) une variété symplectique munie d’'un feuilletage lagrangien .
On a montré qu'il existe toujours sur M une connexion adaptée au feuilletage
qui induit sur chaque feuille une connexion plate sans torsion. Si la variété
admet une métrique riemannienne de type fibré pour &, elle admet une mé-
trique riemannienne qui induit sur chaque feuille une métrique plate. On a ainsi
précisé et généralisé des résultats récents d’A. Weinstein et P. Dazord. Les
mémes résultats sont valables si, au lieu d’un feuilletage lagrangien, on consi-
dere un feuilletage isotrope de (M, F) tel que le champ des plans orthogonaux
symplectiques soit un feuilletage coisotrope.
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https://www.college-de-france.fr/sites/default/files/media/document/2023-05/1982-1983_lichnerowicz.pdf

/77
3-web structure and Bi-Lagrangian Manifolds
> This model of web theory was employed by Gérard Debreu to define the conditions under which a
preference ordering may be represented by a numerical function. Debreu demonstrated that the condition
of additive separability is equivalent to the existence of a trivial 3-web, which must satisfy the hexagon
condition or, equivalently, a third-order partial differential equation proposed by Paul Samuelson, also
known as the Saint-Robert equation.

> This two-form wais first identified by Vilfredo Pareto. Paul Samuelson (Economics Nobel Prize 1970), referred
to Willard Gibbs’s thermodynamic mathematical isomorphisms, studied under his mentor Edwin Wilson and
the Harvard Pareto circle. Edwin Wilson had himself previously studied under Willard Gibbs at Yale.
Samuelson also introduced a 2-web structure, providing an analytic criterion for determining whether a
given 2-web satisfies what is now known as Samuelson’s area condition, a condition historically applied by
J. C. Maxwell in thermodynamics. Tabachnikov later proved that one may associate the Hess connection,
a symplectic, torsion-free connection, with the web, and that Samuelson’s condition implies the flatness of
this connection.

> Regarding additive separability and integrability, Thomas Russell observed that the problem of additive
separability was addressed by Gérard Debreu, while the problem of integrability was treated by
Samuelson. He further noted that each of these problems may be associated with a web whose canonical
connection is flat.
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I Diverse Intelligences: Cognitive & Motion Intelligence

étapes
fondamentales

We start to learn space (its invariances) before
learning to recognize objects in this space

st = THALES




Diverse Intelligences: Cognitive & Motion Intelligence

Motion Cognitive
Intelligence Intelligence
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John McEnroe In the Realm of Perfection
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I Diverse Intelligences: Cognitive & Motion Intelligence
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1 Centrury of Motion Intelligence: Human High Jump

-saut de face (du tout début jusque fin 19%) : perfs autour de 1.80m. é%a %ﬂ
-saut en ciseau (période autour de 1900) : perfs autour de 1.90m.

-saut par retournement intérieur ou extérieur, rouleau californien l %
(début 20° jusque fin des années 30) : 2m franchis en 1912 (Horine) puis =

jusque 2.28 en 1963 (Brumel).
-saut dorsal ou « Fosbury flop» inventé en 1968. On passera 2.30 en
1973, 2.40m en 1985, puis 2.45m en 1993 (RM actuel par Sotomayor).

progres réguliers mais assez faibles ensuite. ‘x\ﬂg% = Zka L
-rouleau ventral (aprés guerre jusque fin des années 60) : grande évolution 2 & ?\% o Y
7l gé‘\f&_?ﬁ’ . -

» Centre de gravité
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8

1]]0 1f|1] e
) acsopter |

Lie Group in Visio Inertial Brain System

| Geolocadlization and Navigation :
Visio-Inertial SLAM: Visio-Vestibular Brain System

Ceity
Membrane
R Orolithes  ciiées

otol

Canaux semi-
circulaires COding Of
Homogeneous
Galileo Group
By Vestibular
System and

Otolithes

Q tllz

@ | Learning

4 hittps://github.com/HTLife/VINet

VINet: Visual-
Inertial
Odometry as a
Sequence-to-
Sequence

Problem

ATA AT/ ATk at}
HRNN ‘4)‘ RNNHRNN‘

Tlustration of the SE(3) composition layer - a
parameter-free layer which concatenates transformations be- |
tween frames on SE(3).




High Speed Flight diving Feints

ENAC

Sudden Change of Direction High Altitude Sudden Stop
1 Escape .



The pursuer had learned agile interception maneuvers, sometimes managing to
ENAC catch the escapee with very high roll and pitch angles.
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Real-world flights were simulated indoors with a simulated evasive drone. The pursuing drone attempted to avoid
the arena's boundaries and get closer to the evasive drone; it intercepted the simulated target 12

However, we observed a difference in the interception dynamics during the simulation, likely due to a discrepancy
between the drone dynamics model used for training the neural network and the actual drone dynamics model.
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I PHYSICAL Al by PINN (Physics-Informed Neural Network) for Flight
Extension of PINN Flight Mechanics

Lie-Poisson Neural Networks (LPNets): Data-based
ie-Poisson Neural Networks ( ets): Data-base to the Dissipative Case (Taking Drag

info Account)

computing of Hamiltonian systems with symmetries.

Systems on Lie groups: rigid body dynamics (drones, satellites), underwater
vehicles, fluids and plasma, quantum-classical systems, ...
: =) i .,.-—I'I-\ Portance
‘ I;.ﬁl’ (attribuable en partie & la poussée)

4 AN — Ay » Poussée exercée
\ par les hélices
g€ G, G=50(3), G=S5E(3), G=SU(n),...
o
rf/ L(g,g)dt=0, L=K-U.
0
Left-invariance (e.g., invariance under spatial rotation)

Lhg.hg) =L(g.g). forallhe G = L(g.g)=FHw=g'8)

—Te
%
Propulsion vers
I'avant

{attribuable en
Poids partie a la poussée)

THALES Leadership on DISSIPATIVE PINN & PHYSICAL Al

by TINN & SINN
(Thermodynamics & Symplectic-Informed Neural Networks)




V4
I Motivation for studying Dissipative PINNs

Goal: embed a physics model in the network architecture to learn physically consistent solutions and dynamics of
observed systems

Use cases
Trajectory generation and control Parameter identification Anomaly detection
Conisistent prediction system Infer mass, inertia, drag, wind Identify deviations from expected
dynamics force, ... from observed data behavior

Why dissipative PINNs?
Conservative PINNs: embed the geometry / structure of

conservative systems (Hamiltonian, Lagrangian) @ O O |'
Fane
Dissipative PINNs: must be informed on the structure / geometryof . O O O
dissipation — not a black box =
- @) O O Fie
Quadcopter dynamics — wind forces, , @) O O
aerodynamic drag, motor losses are Fian
not negligible @ O O
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Equations for the quadcopter

. ah adh Oh dh
II= T am XH—E Xy - %XP" ar x '+ Tn(w) — Dn(IL p),
Y _.EEE * +.§HE
Hamiltonian Y="5m Y " op’
: adh dh
P=—pg XP~ ﬁi + Tp(w) — Du(IT, p).
I'= _é% = I,
d ol ar o ar ar
E(‘)_Q__ ><@"F@XY—WX%-{'B—PXI‘+TQ(&))—DQ(Q,W),
. vy = - xy+w,
Lagrangian d 66?’ yaf ¢
ks N R o AT S, BT T
e X% Tay w(w) — Dy (2, w),
I'=-QxT.

Metriplectic 2
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Families of Dissipative PINNs

Dissipation structure

Black box, potential, ad-hoc,
positive semi-definite, metriplectic

)
His Physics constraints enforcing
Vanilla PINN |- Soft (loss function) vs Hard
~. @ h constraining (structural)
"-\\ . Metrplectic/
@ . Generic NN
o Integrator
Symplectic, Variational, usual (RK,
...), None
Conservative PINN Dissipative PINN

All these points strongly influence learning quality.
Frameworks must be adapted case by case

I]_65 Séminaire ARISTOTE — EDF 21 Mai 2026 OPEN T H A L E S



Dissipative extension of Hamiltonian Dynamics

Three ways to add dissipation to a Hamiltonian system:

External force Symmetric dissipation

dH P oH | F= (g ) t=Xpg(z)— D(z)VH(z)

i i —_—
! g’

T oop

D symmetric positive semi-definite.

Most general. No structural Ensures the decrease of energy.

constraint on F.

Effect on coadjoint orbits

Dissipation drives drift between orbits. Casimir invariants are not
preserved in general.

Séminaire ARISTOTE — EDF 21 Mai 2026
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Rayleigh dissipation

dH OR . dH OR

g =—+—-—. A e
! dpi  Og E dgt Ayt

Decomposition of the vector field
into an irrotational part and a
conservative part.

LES



Metriplectic / Generic formulation

Metriplectic bracket (2-Bracket) # — {F,E}+ (F.S) ;= J(2)VE(2) + G(2)VS(z)
; _ _ z=J(z z Sz
— It modifies the Poisson bracket into a metriplectic ‘

bracket (metric + symplectic) J(z)T = —J(2), G(z)T = G(z), G(z) >0
— The flow is generated by a single potential E+S
J(2)VS(z) =0 G(z)VE(z) =0 {(F.S}=0 VF

Energy E and Entropy S

dH , )
— Energy Eis conserved, in the kernel of the metric o {H,H}+ (H.S5)=0
bracket .
— Entropy S is monotonic, Casimir of the Poisson dS e .
bracket e {S,H}+(5,8) =0
— Both thermodynamic laws satisfied by construction '

dlL : e T :
Dissipation on SO(3) a Lxo 'L+2W'(L?)|e ]L”'W(a—lLH(L)
— The easiest model is an algebraic dissipation: the dF
kinetic energy is preserved. r i T o T i 1
(L
— In order to have a real dissipation, one has to add 2z = (L, 8)
an external entropy variable, coun’rir)g the energy G — B
exchange between the system and its environment. g — (—DL)T l(DL)T(@)
LN dL
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I Metriplectic / Generic Neural Networks

MNN / GFINN principles MNN architecture

— LeOrn E Ond S Generie Informod Neural Newwork
— Learn Poisson bracket {,}6 (antisymmetric) + metric )

(.)© (symmetric positive) — (<

— Enforce (E,.)=0 and {§,.}=0 in the loss (soft) or by a
good parametrization (good projections to assure the )
orthogonality) )

Training strategies -

— Trajectory fitting:  £(6) = |ODESolver(fs, z, 1) _;d"'-f'u.)”z 2

i = f(z)
flz) = J(z)VE(z) + G(z}V5(z)

— Velocity fitting:  £(#) = ZH_}P,;(:;,.‘?:;,.) — )
;.'

Properties and variants ”

— Trajectory reconstruction: use a GENERIC integrator,
or a simple integrator

— If enfropy is not accessible, then one can consider it
as a latent variable and project the predictions on the
observable variables (DiLar-NN)
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2nd Principle by Henri Poincaré (Bon sens paysan)
fable of the grqm of oats cmd the plle of wheat

With his “peasant common sense”,
Henri Poincaré described the 2nd
principle in the form of a fable of
the grain of oats and the pile of
wheat, in the last sentence of his
course:

L S .. SRV [...] Suppose we want to place a
en;dﬂe Iy retrouver et I'en refir . : SRS e B BB  grain of oats in the middle of a pile
£NOUs he pourrons y parvenlr : B SR  of wheat; it will be easy; suppose

; that we then want to find it there
and remove it; we will not be able
to achieve this. All irreversible
phenomena, according to certain
physicists, are built on this model
[Supposons que nous voulions
placer un grain d’avoine au milieu
d'un tas de blé ; cela sera facile;
supposons que nous voulions
ensuite I'y retrouver et I'en retirer;
nous ne pourrons y parvenir. Tous
les phénoménes irréversibles,
d'apres certains physiciens,
e seraient construits sur ce modele |.

. : (Poincaré 1908)
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Symplectic Foliation Transverse Structure of Dissipative
Thermodynamics

*Sabourin, H. : Quelques
aspects de la méthode des
orbites en théorie de Lie,
HDR spécialité

(-quord, P., Molino, P. : T-
Structures poissonniennes
et fevilletages de
Libermann, Publications du

Transverse

°
MefrIC Département de Mathématique, Université
. . Mathématiques de Lyon, N de Poitiers, 15 Décembre
FOIqulon fascicule 1B, « Séminaire 8 2005

Sud-Rhodanien 1ére partief
, chapitre Il , p. 69-89 4 N J
)()1;388<1)p|re P lee.rm.ann Herve
/ Foliation Sabourin
and Transverse
Haefliger Poisson

I'-Structure, | Structure

DISSIPATIVE

& Symplec}ic

Onsager- Foliation,
Casimir Transverse

Relation )
Information
Geometry

Symplectic based on Foliation,
Foliation Elie Cartan Bifoliation

Moving and

Frame Bifibration

*Fedida, E. : Sur la théorie \§

W“'h Entro py as des feuilletages associée 8 Iassical and Quantum
H H H au repére mobile : cas des Integrable Systems,
CGSImIr FunChon feuilletages de Lie. Lecture Springer, (2019)
Notes in Mathematics, vol
NON-DISSIPATIVE RN AR TA)

.

THALES
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DISSIPATIVE MACHINE LEARNING: BORGES' LEARNING

What is the role of « Dissipation » in Machine Learning ?

Or 1 = O — nV.L(6;) 6=—VL(6) i — _||VL|*<0

G 16+ VL@)=0 VL= consenativeforce
e 0 = friction/dissipation.

1, . .
E = §H9H2 + L(9) & = —l9]? "Forgetting and memory
are equally inventive.”
[L'oubli et la mémoire sont
également inventifs ]

e dW; = Brownian noise, .
Jorge Luis Borges

dgt - _VL(Gt)dt + AY 2T th

e T = temperature.
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IAS Frontiers Conference on Geomeiry, Dynamics, and Learning (GDL2026)

CONFERENCE CHAIRS

JUAN-PABLO CYRUS FREDERIC FRANK
ORTEGA MOSTAJERAN BARBARESCO NIELSEN

| https://www.ntu.edu.sg/spms/news-events/events/detail/2026/09/28/default-
' calendar/ias-frontiers-conference-on-geometry--dynamics--and-learning
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NAFEMS/TERATEC Seminar AWwens (e

1A et Simulation Numérique 10-juin-26

Sociéte.

> CENTRALESUPELEC

; G
propagation with dez=p learning. Applications to

> E N SAM _ : v thauske efigiiesiing Filippo GATTI Cantralesupelec

Data-driven parametric models for generative design  Sergic

land response inference. TCORREGROSA
> I N R I A Deep leaming for Numerical simulations : 2 approaches Guillaume
for MLACFD CHARPIAT

230
Pause - Networking - Expesition

> DUOVERSE (spin-off DesCartes CNRS@CREATE)

) Hybrid Physics-Al Twins for Industry: Applications from  Victor
MManufacturing Processes to Embedded Systems CHAMPANEY

> N E U RA LC O N C E PT Stop Running Al Pilots Nicolas LESEUR Neural Concept

T Soircor

> ANSYS-SYNOPSYS

> YasAl UG

State of the art, best practises and trends

> MICHELIN . (présentation en anglais) ¥asAl UG (Eng}

A overvizw of hybrid physics/machine learning
mot_:kling at M_in:helin Michalin

> THALES gy

Simulation et 1A informeée par la Physique: extensiond  Frederic
In délisation des phé é lizsipatif: BARBARESCC

o _ Table ronde : tendances et verrous pour I'lA NAFEMS/Teratec
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Structure de feuilletage symplectique transverse pour la thermodynamique
dissipative, fondée sur le modele géométrique de mécanique statistique de Souriau

> Lesréseaux de neurones informés par la Physique (PINN « Physics-Informed Neural Network » et HNN « Hamiltonian Neural
Network ») sont une alternative pour une IA plus frugale en données et en consommation énergétique en hybridant les
modeéles analytiques de la physique avec les techniques d’apprentissage. Nous présenterons des outils géométriques
venant de la théorie des représentations des groupes de Lie (fravaux de Alexandre Kirillov, Bertram Kostant et Jean-Marie
Souriau), de la cohomologie des algébres de Lie (fravaux de Jean-Louis Koszul), des structures de fevilletage symplectique
(fravaux de Charles Ehresmann, Georges Reeb et Paulette Libermann) et de I'équation métriplectique (travaux de Baptiste
Coquinot). La géométrie symplectique est la « grammaire » commune des systémes dynamiques de la physique classique
ou quantique. Nous commencerons par présenter des réseaux de neurones équivariants qui utilisent des convolutions sur
les groupes de Lie non-compacts pour des applications radars ou caméra hémisphériques. Aprés avoir introduit le modéle
symplectique de la mécanique statistique, appelée « Thermodynamique des groupe de Lie », nous l'interprétons comme
une extension de la géométrie de I'information aux groupes de Lie qui donne une définition purement géométrique a
I'Entropie. L'Entropie apparait ainsi comme une fonction de Casimir invariante en représentation coadjointe, sur les
feuilletages symplectiques générés par les orbites coadjointes via I'application moment (I'application moment étant une
géométrisation du théoréme d’Emmy Noether). Sur la base des travaux de Paulette Libermann sur les fevilletages
Lagrangiens fransverses & connexion canonique plate, autour de ce qu’Elie Cartan appelait le « probléme d'équivalence »
pour s’affranchir du choix de tout systéeme de coordonnées, nous étendons le modéle de Jean-Marie Souriau de la «
Thermodynamique des groupes de Lie » au cas dissipatif via un feuilletage Riemannien, s'interprétant comme les courbes
de niveaux de I'énergie, transverse au feuvilletage symplectique précédent correspondant aux courbes de niveau de
I'entropie ; donnant ainsi une interprétation géométrique au 2nd principe de la thermodynamique de Sadi Carnot. Nous
illustrons ce modele symplectique de la dissipation pour les réseaux de neurones informés par la thermodynamique (TINN «
Thermodynamics Informed Neural Networks »). Nous montrerons comment ces modéle dissipatifs peuvent étre utilisés par
des réseaux de neurones informés par la physique pour le cas de la mécanique de vol des drones en modélisant le
phénomeéne dissipatif de la trainée. Nous conclurons par une question ouverte « quel réle joue la dissipation dans les
processus d’apprentissage sachant que toutes les techniques existantes d'intelligence artificielle sont basées sur des

o oradients d'apprentissage non-dissipatifs ? »..
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Structure de feuilletage symplectique transverse pour la thermodynamique
dissipative, fondée sur le modele géométrique de mécanique statistique de Souriau
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Structure de feuilletage symplectique transverse pour la thermodynamique
dissipative, fondée sur le modele géométrique de mécanique statistique de Souriau
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Koszul Book on Souriau Work:
The Little Green Book
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Koszul Book on Souriau Work:

The Little Green Book Jean-Louis Koszul
Yiming Zou

Jean-Louls Koszul - Yiming Zou

Introduction to Symplectic Geometry
Forewords by Michel Nguiffo Boyom, Frédéric Barbaresco and Charles-Michel Marle

This introductory book offers a unique and unified overview of symplectic geomet-

ry, highlighting the differential properties of symplectic manifolds. It consists of six
chapters: Some Algebra Basics, Symplectic Manifolds, Cotangent Bundles, Symplectic
G-spaces, Poisson Manifolds, and A Graded Case, concluding with a discussion of the
differential properties of graded symplectic manifolds of dimensions (o,n). It is a useful

3
reference resource for students and researchers interested in geometry, group theory, | nt rOd u Ct I O n to
analysis and differential equations.
Symplectic

) ponos Press &) Springer
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Elsevier Handbook of Statistics n°46 « Geometry and Statistics »

Handbook of Statistics

Available online 22 April 2022
In Press, Corrected Proof (7)

handbook of
statistics 46

Symplectic theory of heat and information

geometry

Frédéric Barbaresco & &

THALES Land & Air Systems, Meudon, France

Available online 22 April 2022.

https://www.sciencedirect.com/science/article/abs/pii/S0169716122000062

https://www.elsevier.com/books/geometry-and-statistics/nielsen/978-0-323-91345-4
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INFORMATION GEOMETRY, SPRINGER JOURNAL
https://www.springer.com/mathematics/geometry/journal/41884

Special Issue:

Affine Differential Geometry and Hesse Geometry:
A Tribute and Memorial to Jean-Louis Koszul
Submission Deadline: 30th November 2019

Jean-Louis Koszul (January 3, 1921 — January 12, 2018) was a French mathematician
with prominent influence to a wide range of mathematical fields. He was a second
generation member of Bourbaki, with several notions in geometry and algebra named
after him. He made a great contribution to the fundamental theory of Differential
Geometry, which is foundation of Information Geometry. The special issue is dedicated to
Koszul for the mathematics he developed that bear on information sciences.

Both original contributions and review articles are solicited. Topics include but are not
limited to:

- Affine differential geometry over statistical manifolds

- Hessian and Kahler geometry

- Divergence geometry

- Convex geometry and analysis

- Differential geometry over homogeneous and symmetric spaces

- Jordan algebras and graded Lie algebras

- Pre-Lie algebras and their cohomology

- Geometric mechanics and Thermodynamics over homogeneous spaces

Guest Editor:
Hideyuki Ishi (Graduate School of Mathematics, Nagoya University
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I ‘Infroduction to Lie Groups Representation Theory , Symplectic and Poisson
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Transverse Structure of Foliations

Issuve de la rencontre de W.T. Van Est et de P, Molino, la
premiére "Journée Transverse”, consacrée & la structure de 1'espice
des feuilles d'un feuwilletage, fut crganisée en 1979 & Paris VII

par PF. Libermamnn.

L intérét d'une rencontre €largie, suggErée par P. Molime,
apparut rapidement, renforcdé par la coavergence des points de wvue

de W.T. Vam Est et de A, Haefliger.

L'impulsion décisive devait venir de P. Cartier, & qui sa
culture universelle fit aperceveir la confluence des méthodes des
géométres différentiels avec celles introduites par A. Connes, en
liaison avec les travaux de Ruelle-Sullivan, et reconnaitre la comn-
vergence de courants mathématiques lointains issus de domaines
variés (Géométrie Algébrique, topos de Grothendieck, sous-groupes

virtuels de Mackey, ete...).

Son appui assura le succids de ces Journdes, dépassant les
prévisions, attesté par la quantité et la qualitd des conf@remciers
et des participanta. Un horaire trés chargé, rangom de ce succés,

ne fit pas faiblir le nombre et 1'attention des auditeuts.

L'Université Paul Sabatier de Toulouse a accueilli le
Collogue sur son campus et assuré la base du financement, notamment
grice 3 des crédits sur programme accordfs & 1'Equipe de Topologie

Algébrique et Différemtielle.

La Société Mathématique de France, avec le concours du
C.H.E.5., & accordé son soutien moral et financier, complété par une

subvention de la D.C.R.I.

On trouvers ci-apris les textes rédigés des 2/3 des confé-
rences prononcées 3 ce Colloque, la plupart avec des développements
et améliorations considérables, fruits des discussions tenues au

cours de ces Journies.

STRUCTURE TRANSVERSE DES FEUILLETAGES

11 &tait prévu d'cuvrir et de farmer ce recueil par le
texte de l'Introduction et de la Conclusion pronencies par
P. Cartier, gqui devait &cre ré&digé en collaboration avec A. Connes.
11 a fallu malheureusement ¥ Tenoncer, sous pelne de recarder

exagérénent la publication.

Cette lacune est partiellement comblée par les exposés
de W.T. Van Est et de A. Haefliger, qui fondent la théorie, tout =no
1"illustrant d'applications concrétes. La structure de 1'espace des
feuilles y apparait comme une classe d'équivalence, en un gens natu-
tel, de pseudogroupes, ou plus généralemeat de groupoides [dits

d'holonomic), munis d'une atructure (tepologique, diffdrentielle,

ete...}) invariante.

11 résulte d'upe construction de G. Hector que ce point de
vue Bquivaut exactement 3 celui de P. Molinme, tria brilvement
rappelé dans son article, qui consiste 3 considérer une certaine
classe d'équivalernce de feuilletages, qu'il appelle F-variété. Notons
que les  F-variécés sont définies par une relation d' Equivalence
plus large, maie conduisent aux mEmes invariants continus que les
F-variétés, du fait que le groupoide d'holonomie est dense dans le

groupoide d'helonomie transverse utilisd par €. Gedbillon.

Les autres conférences illustrest la variété et la riches=
se des méthodes d'@tude de cette structure transverse et des appli-
cations géométriques que 1'on en tire, tant pour les propriftés glo-
bales du feuillotage que pour coellem does feuillep. On ¥ Ersuvera una

noisson de résultats inddics.

Cet Zchantilloanage ne saurait cependant prétendre Etre
exhanstif, ni statistiquement représentatif des applications des
propriétés transverses. ('est par sn concours de circonstances, et
non par suite d'ue choix prémédité, que les thémes le plus souvent
ebordés sont les feuillecages riemanniens et la cohemologle basique,
alave gque les propriétés de croiessnce des feuilles et d'ergodicicd

le sent besucoup plus rarement.

11 semble intéreseant de sculigner le fait que cercaines

rotions de varid@tés singuligres, apparues dans des contextss Eloipnés

PREFACE

des feuwilletages, #e sent trouvdes Ztre des cas particuliers impor—
tants d'espaces de feuilles : les Q-variftés de Barre, et les
V-variétés de Sstake, redécouvertes comme orbifelds de Thursten,

que l'en veit fréguemment apperalire dans ce quil sule.

Je ne saurais terminer sans rendre hommage 4 la mémoire
du grand géomidtre Ch. Ehresmann, disparu peu d'années avant la tenue
da ca Collogue, fondateur awer . Reeh, de la théorie des feuillata=-
gea. Beaucoup des notions fondamentalea, gqui sont & la base des
travaux que 1'on wa lire, lui sont dues, notamment notamment les
diverses variantes du groupoide d'holonomie et la notion de groupei-
de différentiable (et structurd), qui revient en surface apré&s un
long cheninement souterrain. Ce colloque, auquel participaient
nombre de ses disciples, illustre l'actualité de sa penséde.

. Pradines



Transverse Structure of Foliations
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150th birthday of Thermodynamics - Ecole Polytechnique

REFLEXIONS
SADI CARNOT PUISSANCE MOTRICE
et DU FEU
Tessorde in sharmodynspuate SUR LES MACHINES

PROPRES A DEVELOPPER CETTE PUISSANCE,

Pan 8. CARNOT,

s

O MyHeritage
A PARIS.
CHEZ BACHELIER, LIBRAIRE,
m‘ ‘lcm QUAL LTS ALGUSTING, N 5.

i, d ° ° ° - .
15t & 2"9 Thermodynamics Principles

Séminaire ARISTOTE - EDF 21 Mai 2026
194 THALES
&




Gery de Saxcé & Claude Vallée

‘ This fitle proposes a unified approach to continuum

mechanics which is consistent with Galilean relativity.
Based on the notion of affine tensors, a simple
generalization of the classical tensors, this approach
AaNndo 2 DC $ allows gathering the usual mechanical entities — mass,
energy, force, moment, stresses, linear and angular
momentum — in a single tensor.

Starting with the basic subjects, and continuing through
to the most advanced topics, the authors' presentation is
de Saxcé and Claude Vallée progressive, inductive and bottom-up. They begin with
the concept of an affine tensor, a natural extension of
the classical tensors. The simplest types of affine tensors
are the points of an affine space and the affine functions

X ) RS O e on this space, but there are more complex ones which
- Vi /',_ /-}/,7 are relevant for mechanics — torsors and momenta. The
o &/ # essential point is to derive the balance equations of a
et %, continuum from a unique principle which claims that

these tensors are affine-divergence free.

https://www.wiley.com/en-
us/Galilean+Mechanicstand+Thermodynamics+of+Conti
NUa-p-2781848216426
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A Poisson action of a group G on a symplectic manifold M defines a
mapping of M into the dual space of the Lie algebra of the group
P: M — g%

That is, we fix a point x in M and consider the function on the Lic algebra
which associates to an element a of the Lie algebra the value of the Hamil-
tonian H, at the fixed point x:

pxl@) = H(x).

This p, is a linear function on the Lie algebra and is the element of the dual
space to the algebra associated to x:

P(x) = p,.

Following Souriau (Structure des systémes dynamiques, Dunod, 1970), we
will call the mapping P the momentum. Note that the value of the momentum
is always a vector in the space g*.

Theorem. Under the momentum mapping P, a Poisson action of a connected
Lie group G is taken to the co-adjoint action of G on the dual space g* of its
Lie algebra (cf. Appendix 2). i.e., the following diagram commutes:

M g

]

P P
v Ad*, 3

g:____f_, g*

Corollary. Suppose that a hamiltonian function H: M — R is invariant under
the Poisson action of a group G on M. Then the momentum is a first integral
of the system with hamiltonian function H.

OPEN

- V.I. Arnold

Mathematical
' Methods of

' Classical
Mechanics

Second Edition

@ Springer



Maurice Fréchet, papier de 1943 et cours de I'lHP de I'Hiver 1939

M. Fréchet, Sur I'extension de certaines evaluations statistiques au cas de petits échantillons,

Revue de l'Institut International de Statistique, Vol. 11, No. 3/4 (1943), pp. 182-205

197
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SUR L'EXTENSION DE CERTAINES EVALUATIONS
STATISTIQUES AU CAS DE PETITS ECHANTILLONS

par Maurice Fréchet

Introduction.

Ce memoire *) est consacré 4 l'extension an cas de petits échantillons de
la méthode de détermination empirique d'un paramétre hasée sur le principe de
In moindre dispersion et 4 sa comparaison avee les méthodes basées sur le principe
de Iz valenr dominante et sur celui de la plus grande plausibilité.

Si nous nous en €tions tenus aux démonstrations, nous aurions pu ahréger
sensiblement ce mémoire. Mais il nous a pars nécessaire d'entrer dans plus de
détails qu'on ne le fait généralement, afin de séparer plus netterment des déduc-
tions mathématiq les hypothéses et les conventions sur lesquelles elles reposent
et dant le choix, aussi plausible que possible, n'a cependant rien de nécessaire.

Notations —  Selent ¥, X ... X,, » valeurs prises par une variable
aléatoire X an cours de n épreuves indépendantes. On se limitera, dans la suite,
au cas of la loi de répartition de X peut s’exprimer par une probabilité éémentaire
8 dx et o, de plus, la densité de probabilité & en un point + est une fonetion dune
forme connue f{x, #), dépendant d'un paramétre dont la valenr vraie 8, est
inconmue.

O se propose d'évaluer #, conmaissant d'une part, la forme f{x, 8) de & et,
d'autre part, les résaltats de » épreuves qui ont domné les valeurs numEériques
Fy, #y oo # 2 X X, X, Sous cette forme stricte, le problime ne pout
ftve résolu par de simples déductions mathématiques.

I1 sagit done de fiwer cevtaines comventions plawsibles qui assigneront 3

tout ,échantillon” de w valeurs x, #,. .... r, de X une valeur déterminée £,
Inquelle sera prise comme valeur empirique de la valeur vraie £, . { est done une
certaine fonction convenablement choisie de ), 5, ..., #a
(1) b= Hulianam)s

On voit que chaque échantillon détermine ¢, de sorte que
(2) To=Hy(X,..... Xu)

et une variable aléatoire dont chaque échantillon détermine une valeur. (Quand,
dans nos raisonnements, n sera fixe, nous éerirons, pour simplifier, H an lien
de H, et T au lieu de T,).

) Le contenu de ce meémvire a formé une perile de nolre cours de statistigue
mathémailgue & 1Tnstitut Henrl Poincard pendant lhiver 1638—1940 11 comstitue Jun
dea chaplires du dewxiéme cahier (en préparation) de nos  Lecons de Statistique
Mathématique”, dont le premier cahler i 3 Caloul
des Probabilités" (118 pages Inquarto, daetylographifes) vient de parafire sy . Centre
de Documentatlon Universitaire” Tournals ef Constans Paris,

Manuscrit perdu du
I'Institut Henri Poincaré pendant

') Le contenu de ce mémoire a formé une partie de notre cours de statistique
mathématique & I'Institut Henri Poincaré pendant I’hiver 1939—1940. Il constitue I'un
des chapitres du deuxiéme cahier (en préparation) de nos ,Lecons de Statistique

Mathématique”, dont le premier cahier .Introduction: Exposé préliminaire de Caleul
des Probabilités” (119 pages in-quarto, dactylographiées) vient de paraitre au ,Centre
de Documentation Universitaire”, Tournois et Constans, Paris,

hitps://wavw jstor.org/stable/1401114 T HALE S
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Geometry of Dissipation by Roger BALIAN
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DISSIPATION IN MANY-BODY SYSTEMS: A GEOMETRIC
APPROACH BASED ON INFORMATION THEORY*

Roger BALIAN
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1. Incomplete description of a system 3 1 Geometry of the space of states and observables u
1.1, Relevant and irrclevant variables 3 3.1, The Liouville representation of statistical mechanics 25
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Geometry of Dissipation by Roger BALIAN

p? A
{irrelevant)

/

- 2
- L D¢ =<w?>
- L
/ 1 T i 2 Fig. 2. Discard of the irrelevant information at regular time intervals. An approximate evolution for I, is obtained by combining the exact evolution
D= <l = p . p of D with a loss of memory taking place at the times 7+ v, and represented by a projection on R.

Fig. 1. Visualization of states in statistical mechanics. Three types of descriptions of a system should be distinguished, (1) A completely specified,
microscopic state D is represented by a point, the coordinates D* of which are the expectation valves of a complete set £}* of linearly independent
observables, The corresponding entropy $(D) remains constant along a Hamiltonian trajectory. (2) A macroscopic, incomplete, description is
characterized by the sole knowledge of the expectation values p' of some set ' of relevant observables. This defines in the space of microscopic
states a plane 4 (here a line), the dimensionality of which is the number of irrelevant variables. (3) The point I}y of 4 which carries the minimum
amount of information lies at the intersection of the plane 4 with the surface R of reduced states (having the same dimensionality as the relevant
set). Tt provides for arbitrary observables the least biased predictions compatible with the macroscopic variables p. Its entropy S{Dy) is identified
with the macroscopic entropy $(p) and may exhibit dissipation. T H A L E S



Capture of Symmetries
Symmeitry Group Equivariance in Physics

| Reference:
» https://arxiv.org/abs/2203.06153

Submitted to the Proceedings of the US Community Study
on the Future of Particle Physics (Snowmass 2021)

Symmetry Group Equivariant Architectures for Physics
A Snowmass 2022 White Paper
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Invariance
Slpg(x)) = f(x)

Generalizability

Equivariance
flpe(x)) = pl (F(x))
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